
1 Motywacja

Caªka Riemanna ma liczne ograniczenia. Caªka (i miara) Lebesgue'a je w du»ym
stopniu usuwa. Po pierwsze, caªka Lebesgue'a zachowuje si¦ dobrze wzgl¦dem
przej±¢ granicznych. Mamy np.

Fakt Je±li fn i f s¡ ci¡gªe na [a, b] i fn(x) → f(x) dla ka»dego x ∈ [a, b] i
|fn(x)| ≤M dla pewnej staªej M to∫ b

a

fn(x)dx→
∫ b

a

f(x)dx.

Ten fakt nie ma prostego dowodu w ramach teorii Riemanna. W teorii
Lebesgue'a dowód bardziej ogólnego wyniku pojawia si¦ w sposób naturalny.

Po drugie, caªka Riemanna jest okre±lona tylko dla stosunkowo regularnych
funkcji. Np. funkcja f(x) taka »e f(x) = 1 gdy x jest liczb¡ wymiern¡ i f(x)
równe 0 poza tym nie jest caªkowalna w sensie Riemanna. Analogicznie do de-
�nicji caªki Riemanna mo»na przypisa¢ zbiorom miar¦ (na prostej dªugo±¢, na
pªaszczy¹nie powierzchni¦, w przestrzeni obj¦to±¢). Otrzyman¡ miar¦ nazywa
si¦ miar¡ Jordana. Jednak»e klasa zbiorów dla których miara Jordana jest okre-
±lona jest do±¢ w¡ska, np. zbiór liczb wymiernych nale»¡cych do odcinka [0, 1]
nie jest mierzalny w sensie Jordana. Miara Lebesgue'a jest okre±lona na bardzo
szerokiej klasy zbiorów � w zasadzie dla wszystkich zbiorów które si¦ pojawiaj¡
w normalnych rozumowaniach matematycznych. Podobnie caªka Lebesgue'a jest
okre±lona dla bardzo szerokej klasy funkcji (w szczególno±ci wy»ej wspomniana
funkcja f jest caªkowalna i ma caªk¦ 0).

Po trzecie, w wielu zagadnieniach dostatecznie maªe zbiory s¡ do pomini¦cia.
Np. zmiana warto±ci funkcji w jednym punkcie nie zmienia caªki Riemanna. W
teorii Lebesgue'a jest poj¦cie zbioru miary 0. Zmiana funkcji na takim zbiorze
nie zmienia caªki. W wielu rozumowanich mo»na pomija¢ zachowanie funkcji
na zborze miary 0. Zbiory sko«czone czy przeliczalne maj¡ miar¦ 0 (czyli zbiór
liczb wymiernych ma miar¦ 0), ale istniej¡ te» nieprzeliczalne zbiory miary 0.

2 Miara zewn¦trzna

Lemat 2.1 Je±li [a, b] ⊂
⋃n
i=1(ai, bi), to b− a <

∑n
i=1(bi − ai).

Dowód. Odcinki (ai, bi) ustawiamy po kolei w ten sposób »e a ∈ (a1, b1), za±
dla i > 1 mamy bi−1 ∈ (ai, bi). Mianowicie, z zaªo»enia »e [a, b] jest zawarty w
sume (ai, bi) istnieje takie i »e a ∈ (ai, bi). Przenumerowuj¡c odcinki mo»emy
wi¦c zaªo»y¢ »e a ∈ (a1, b1). Podobnie post¦puj¡c rekursywnie wybieramy od-
cinek i nadajemy mu numer i + 1 tak »e bi ∈ (ai+1, bi+1). Ta procedura si¦
zatrzyma gdy zabraknie odcinków albo nie b¦dzie istniaª odcinek do którego
nale»y bi. Z zaªo»enia jest to mo»liwe tylko gdy bi > b. Wtedy zast¦pujemy
n przez i i ignorujemy pozostaªe odcinki (je±li takie istniej¡). Mo»emy to zro-
bic bo suma dªugo±ci si¦ co najwy»ej zmniejszy, wi¦c jak dostaniemy wynik dla
zmniejszonej rodziny to b¦dzie on prawdziwy te» dla oryginalnej. A wi¦c mo-
»emy zakªada¢ »e a ∈ (a1, b1), dla i > 1 mamy bi ∈ (ai, bi) i bn > b. Teraz
indukcyjnie poka»emy »e

bi − a <
i∑

j=1

(bj − aj).
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Dla i = 1 jest to jasne, bo a ∈ (a1, b1) oznacza »e ai < a czyli b1 − a < b1 − a1.
Krok indukcyjny jest podobny: bi ∈ (ai+1, bi+1) oznacza »e ai+1 < bi < bi+i
czyli bi+i − bi < bi+i − ai+1 a wi¦c

bi+i − a = (bi+i − bi) + (bi − a) < (bi+i − ai+1) + (bi − a).

Z zaªo»enia indukcyjnego bi − a <
∑i
j=1(bj − aj), wi¦c

bi+i − a < (bi+i − ai+1) + (bi − a) < (bi+i − ai+1) +

i∑
j=1

(bj − aj) =

i+1∑
j=1

(bj − aj)

co ko«czy krok indukcyjny. Dla i = n mamy teraz

b− a < bn − a <
n∑
j=1

(bj − aj).

�

Oznaczenie: Niech I = (a, b). Dªugo±¢ (b− a) odcinka I b¦dziemy oznacza¢
przez |I|.

De�nicja. Niech A b¦dzie dowolnym zbiorem. Miar¦ zewn¦trzn¡ Lebesgue'a
M(A) de�niujemy jako

M(A) = inf
S

∑
I∈S
|I|

gdzie in�mum przebiega wszystkie przeliczalne rodziny odcinków otwartych ta-
kie »e A ⊂

⋃
I∈S I.

Komentarz: M(A) ∈ [0,∞], tzn. miara zewn¦trzna mo»e by¢ niesko«czona,
np. M(R) =∞.

Lemat 2.2 M(
⋃∞
i=1Ai) ≤

∑∞
i=1M(Ai).

Dowód. Niech ε > 0. Dla ka»dego i z de�nicji in�mum istnieje przeliczalna
rodzina odcinków otwartych Si taka »e Ai ⊂

⋃
I∈Si

I i

M(Ai) + 2−iε >
∑
I∈Si

|I|

Niech S =
⋃∞
i=1 Si. Wtedy A ⊂

⋃
I∈S I i

M(A) ≤
∑
I∈S
|I| =

∞∑
i=1

∑
I∈Si

|I| ≤
∞∑
i=1

(M(Ai) + 2−iε)

=

∞∑
i=1

M(Ai) + ε

∞∑
i=1

2−i = ε+

∞∑
i=1

M(Ai)

Poniewa» ε jest dowolne oznacza to »e

M(A) ≤
∞∑
i=1

M(Ai)

�
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Lemat 2.3 Je±li A ⊂ B to M(A) ≤M(B).

Dowód: Je±li B ⊂
⋃
I∈S I, to równie» A ⊂

⋃
I∈S I, wi¦c in�mum w de�nicji

M(A) jest brane po wi¦kszym lub równym zbiorze ni» w de�nicji M(B). �

Lemat 2.4 M(∅) = 0.

Dowód: Bierzemy S = ∅. Wtedy
∑
I∈S |I| = 0. �

De�nicja: Niech X b¦dzie zbiorem. Funkcj¦ M : 2X 7→ [0,∞] nazywamy
miar¡ zewn¦trzn¡ wtedy i tylko wtedy gdy

• M(∅) = 0

• Je±li A ⊂ B to M(A) ≤M(B)

• M(
∑∞
i=1Ai) ≤

∑∞
i=1M(Ai)

To co pokazali±my wy»ej oznacza »e miara zewn¦trzna Lebesgue'a jest miar¡
zewn¦trzn¡.

Poka»amy jeszcze kilka wªasno±ci miary zewn¦trznej Lebesgue'a.

Lemat 2.5 M({a}) = 0.

Dowód: Niech ε > 0. Wtedy {a} ⊂ (a − ε, a + ε). A wi¦c bior¡c S =
{(a− ε, a+ ε)} dostaniemy M({a}) ≤ 2ε. Poniewa» ε > 0 jest dowolne oznacza
to »e M({a}) = 0.

Lemat 2.6 M((a, b)) = (b− a).

Dowód: Je±li I = (a, b) i S = {I}, to I =
∑
J∈S J i

M(I) ≤
∑
J∈S
|J | = |I| = (b− a).

A wi¦c wystarczy pokaza¢ »e M((a, b)) ≥ (b− a). Oznaczmy I = [a, b]. Mamy

M(I) = M([a, b]) ≤M((a, b)) +M({a}) +M({b}).

Na mocy poprzedniego lematu M({a}) = M({b}) = 0, czyli M(I) ≤M((a, b)).
A wi¦c wystarczy pokaza¢ »e M(I) ≥ (b − a). Niech S b¦dzie przeliczaln¡
rodzin¡ odcinków otwartych tak¡ »e I ⊂

⋃
J∈S J . Na mocy lematu Borela

istnieje sko«czona podrodzina S0 ⊂ S taka »e I ⊂
⋃
J∈S0

J . Dla rodziny S0 na
mocy lematu 1 mamy

(b− a) <
∑
J∈S0

|J |

a wi¦c równie»

(b− a) <
∑
J∈S
|J |.
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To oznacza »e (b− a) jest ograniczeniem dolnym dla
∑
J∈S |J |, w wi¦c

(b− a) ≤ inf
S

∑
J∈S
|J | = M(I).

�

Lemat 2.7 Niech A ⊂ R b¦dzie dowolnym podzbiorem prostej. Dla dowolnego
δ > 0 i dowolnego ε > 0 istnieje przeliczalna rodzina odcinków otwartych {Ii}
taka »e

A ⊂
⋃
i

Ii,∑
i |Ii| ≤M(A) + ε i |Ii| ≤ δ dla ka»dego i.

Dowód: Z de�nicji in�mum istnieje taka przeliczalna rodzina odcinków otwar-
tych S »e ∑

J∈S
|J | ≤M(A) +

ε

2
.

Odcinki z rodziny S numerumy otrzymuj¡c ci¡g Jl, l = 1, . . . . Ka»dy z odcinków
Jl dzielmy na cz¦±ci dªugo±ci mniejszej ni» δ. Te cz¦±ci nieco powi¦kszamy,
otrzymuj¡c rodzin¦ odcinków otwartych Rl, tak¡ »e Jl ⊂

⋃
I∈Rl

I i
∑
I∈Rl

|I| ≤
|Jl| + 2−l−1ε i dla ka»dego I ∈ Jl mamy |J | < δ. Niech T =

⋃∞
l=1Rl. Odcinki

Ii otrzymujemy numeruj¡c odcinki z rodziny T . Wtedy

∑
|Ii| =

∑
I∈T
|I| =

∞∑
l=1

∑
I∈Rl

|I| ≤
∞∑
l=1

(|Jl|+ 2−l−1ε) =
ε

2
+

∞∑
l=1

|Jl| ≤

≤ ε

2
+M(A) +

ε

2
= M(A) + ε,

A ⊂
∞⋃
l=1

|Jl| ⊂
∞⋃
l=1

⋃
I∈Rl

I =
⋃
I∈T

I =
⋃
i

Ii.

Wreszcie, na mocy konstrukcji Rl mamy |Ii| ≤ δ. �

De�ncja: Zbiór E nazywamy mierzalnym wtedy i tylko wtedy gdy dla ka»-
dego zbioru A zachodzi równo±¢ M(A ∩ E) +M(A− E) = M(A).

Lemat 2.8 Dowolny odcinek E = (a, b) jest mierzalny.

Dowód: Ustalmy zbiór A. Wystarczy pokaza¢ »e M(A ∩ E) +M(A− E) ≤
M(A) (bo nierówno±¢ w przeciwn¡ stron¦ zachodzi dla dowolnych zbiorów).
Niech ε > 0 i J = (a+ ε, b− ε). Mamy

M(E − J) ≤M((a, a+ ε]) +M([b− ε, b)) = 2ε.

Nast¦pnie

M(A∩E) ≤M(A∩J)+M(A∩(E−J) ≤M(A∩J)+M(E−J) ≤M(A∩J)+2ε.

4



Niech {Ii} b¦dzie rodzin¡ odcinków tak¡ »e M(A) ≤ ε +
∑
i |Ii| i ka»dy z Ii

ma dªugo±¢ < ε. Taka rodzina istnieje na mocy Lematu 2.7. Zauwa»my »e je±li
Ii ∩ J 6= ∅ to Ii ∩ (A − E) = ∅ (bo odlegªo±¢ dowolnego punktu z A − E do J
wynosi co najmniej ε. Niech Λ = {i : Ii ∩ (A− E) 6= ∅} i ∆ = {i : Ii ∩ J 6= ∅}.
Wtedy

A ∩ J ⊂
⋃
i∈∆

Ii

i
A− E ⊂

⋃
i∈Λ

Ii

i Λ ∩∆ = ∅. A wiec
M(A ∩ J) ≤

∑
i∈∆

|Ii|,

M(A− E) ≤
∑
i∈Λ

|Ii|

czyli

M(A ∩ J) +M(A− E) ≤
∑
i

|Ii| ≤ ε+M(A).

Ale st¡d wynika »e

M(A ∩ E) +M(A− E) ≤ 2ε+M(A ∩ J) +M(A− E) ≤ 3ε+M(A).

Poniewa» ε jest dowolny wynika st¡d »e

M(A ∩ E) +M(A− E) ≤M(A)

czyli
M(A ∩ E) +M(A− E) = M(A).

Poniewa» A jest dowolny wynika st¡d »e E jest mierzalny. �

De�nicja. Niech X b¦dzie zbiorem. Rodzin¦ podzbiorów zbioru X nazy-
wamy algebr¡ zbiorów je±li jest zamkni¦ta na dopeªnienie i sumy sko«czone.
Rodzin¦ podzbiorów zbioru X nazywamy σ-algebr¡ jesli jest algebr¡ zbiorów i
jest zamkni¦ta na sumy przeliczalne.

Lemat 2.9 Algebra zbiorów jest zamkni¦ta na sko«czone iloczyny, ró»nic¦ i ró»-
nic¦ symetryczn¡ zbiorów. σ-algebra jest dodatkowo zamkni¦ta na przeliczalne
iloczyny. Je±li rozdzina podzbiorów X zawiera X i jest zamkni¦ta na sko«czone
iloczyny i ró»nic¦ symetryczn¡ to jest algebr¡ zbiorów. Je±li ta rodzina jest do-
datkowo zamkni¦ta na przeliczalne iloczyny to jest σ-algebr¡.

Dowód: Na mocy prawa de Morgana dla zbiorów mamy

A ∩B = X − ((X −A) ∪ (X −B))

czyli iloczyn mo»na obliczyc za pomoc¡ sumy i dopeªnienia. A − B = A ∩
(X −B), czyli ró»nic¦ mo»na wyrazi¢ za pomoc¡ iloczynu i dopeªnienia, a wi¦c
równie» w terminach sumy i dopeªnienia. Ró»nica symetryczna to (A − B) ∪
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(B − A) a wi¦c równie» mo»na j¡ wyrazi¢ w terminach sumy i dopeªnienia.
To ª¡cznie daje zamkni¦to±¢ algebry zbiorów na sko«czone iloczyny, ró»nic¦ i
ró»nic¦ symetryczn¡. Przeliczalne iloczyn mo»na wyrazi¢ w terminach sumy i
dopeªnienia:

∞⋂
i=1

Ai = X −
∞⋃
i=1

(X −Ai)

czyli σ-algebra jest zamkni¦ta na przeliczalne iloczyny. Je±li rozdzina podzbio-
rów X zawiera X i jest zamkni¦ta na ró»nic¦ symetryczn¡ to jest te» zamkni¦ta
na dopeªnienie, bo X − A to ró»nica symetryczna X i A. Teraz u»ywaj¡c
prawa de Morgana pokazujemy »e je±li to rodzina jest dodatkowo zamkni¦ta
na iloczyny sko«czone to jest zamkni¦ta na sumy sko«czone, czyli jest algebr¡
zbiorów. Je±li dodatkowo ta rodzina jest zamkni¦ta na iloczyny przeliczalne to
prawo de Morgana pokazujemy jest zamkni¦ta na sumy przeliczalne, czyli jest
σ-algebr¡. �

Komentarz. Ró»nica symetryczna jest przemienna, ª¡czna i rozdzielna wzgl¦-
dem iloczynu zbiorów. Iloczyn zbiorów jest przemienny i ª¡czny. A wi¦c algebra
zbiorów jest pier±cieniem przemiennym, gdy ró»nic¦ symetryczn¡ we¹niemy jako
dodawanie a iloczyn jako mno»enie. Dodatkowo X jest jedynk¡. Ponadto ∅ i X
razem daj¡ ciaªo dwuelementowe, czyli algebra zbiorów jest algebr¡ nad ciaªem
dwuelementowym. Ale nietrywialna algebra zbiorów, czyli taka która zawiera
element A ró»ny od ∅ i X nie jest ciaªem, bo (1−A)A = (X −A) ∩A = ∅ = 0
a zaªo»nia A 6= 0 i X −A 6= 0, czyli mamy dzielniki zera.

De�nicja. Funkcj¦ M okre±lon¡ na pewnej σ-algebrze i przyjmuj¡c¡ war-
to±ci w [0,∞] nazywamy miar¡ (dodatni¡) je±li dla dowolnego ci¡gu zbiorów
rozª¡cznych Ai z σ-algebry mamy

M(

∞⋃
i=1

Ai) =

∞∑
i=1

M(Ai)

i dla pewnego A mamy M(A) <∞
Komentarz: Z tej de�nicji wynika »e M(∅) = 0. Mianowicie, bior¡c A taki

»e M(A) <∞ i przyjmuj¡c A1 = A, Ai = ∅ dla i = 2, . . . mamy

M(A) = M(

∞⋃
i=1

Ai) =

∞∑
i=1

M(Ai) = M(A) +

∞∑
i=2

M(∅)

Ale szereg z prawej strony mo»e by¢ zbie»ny tylko gdy M(∅) = 0. Wiedz¡c »e
M(∅) = 0 widzimy »e

M(

n⋃
i=1

Ai) =

n∑
i=1

Ai

dla rozª¡cznych Ai (bo dla i > n bierzemy Ai = ∅ i stosujemy przeliczaln¡
addytywno±¢). Ponadto je±li A ⊂ B to M(A) ≤ M(B). Mianowicie, B =
A ∪ (B −A) gdzie skªadniki s¡ rozª¡czne, wi¦c

M(B) = M(A) +M(B −A) ≥M(A).
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Lemat 2.10 Rodzina zbiorów mierzalnych jest zamkni¦ta na operacje dopeªnie-
nia i sumy przeliczalnej. Ponadto M obci¦te do zbiorów mierzalnych jest miar¡.

Dowód: Najpierw poka»emy »e suma dwu zbiorów mierzalnych jest mie-
rzalna. Mianowicie niech E1 i E2 b¦d¡ zbiorami mierzalnymi za± A b¦dzie
dowolnym zbiorem. Na mocy mierzalno±ci Ei mamy

M(A) = M(A ∩ E1) +M(A− E1),

M(A− E1) = M((A− E1) ∩ E2) +M((A− E1)− E2)

czyli

M(A) = M(A ∩ E1) +M((A− E1) ∩ E2) +M((A− E1)− E2).

Lecz (A− E1)− E2 = A− (E1 ∪ E2), czyli

M((A− E1)− E2) = M(A− (E1 ∪ E2)).

Na mocy mierzalno±ci E1

M(A ∩ (E1 ∪ E2)) = M((A ∩ (E1 ∪ E2)) ∩ E1) +M((A ∩ (E1 ∪ E2))− E1)

lecz

(A ∩ (E1 ∪ E2)) ∩ E1 = A ∩ E1

i

(A ∩ (E1 ∪ E2))− E1 = (A ∩ E2)− E1 = (A− E1) ∩ E2

czyli

M(A ∩ (E1 ∪ E2)) = M(A ∩ E1) +M((A− E1) ∩ E2).

�¡cznie

M(A) = (M(A ∩ E1) +M((A− E1) ∩ E2)) +M((A− E1)− E2) =

= M(A ∩ (E1 ∪ E2)) +M(A− (E1 ∪ E2))

co pokazuje »e E1 ∪ E2 jest mierzalny.
Wprost z de�nicji wida¢ »e dopeªnienie zbioru mierzalnego jest mierzalne.

Poniewa» iloczyn zbiorów to dopeªnienie sumy dopeªnie« to równie» iloczyn
dwu zbiorów mierzalnych jest mierzalny. Poniewa» ró»nica E1 i E2 to iloczyn
dopeªnienia E2 z E1 to rownie» ró»nica zbiorów mierzalnych jest mierzalna.
Niech Ei, i = 1, . . . b¦dzie ci¡giem rozª¡cznych zbiorów mierzalnych za± A
b¦dzie dowolnym zbiorem. Indukcyjnie poka»emy »e dla dowolnego n mamy

M(A ∩
n⋃
i=1

Ei) =

n∑
i=1

M(A ∩ Ei).

Mianowicie, dla n = 1 równo±¢ jest natychmiastowa. Jako »e Ei s¡ rozª¡czne
mamy równo±¢

(A ∩
n+1⋃
i=1

Ei)− En+1 = (A ∩
n⋃
i=1

Ei)
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a wi¦c ze wzgl¦du na mierzalno±¢ En+1

M(A ∩
n+1⋃
i=1

Ei) = M((A ∩
n+1⋃
i=1

Ei) ∩ En+1) +M((A ∩
n+1⋃
i=1

Ei)− En+1) =

= M(A ∩ En+1) +M(A ∩
n⋃
i=1

Ei) = M(A ∩ En+1) +

n∑
i=1

M(A ∩ Ei) =

=

n+1∑
i=1

M(A ∩ Ei)

co daje krok indukcyjny.
Nast¦pnie

n∑
i=1

M(A ∩ Ei) = M(A ∩
n⋃
i=1

Ei) ≤M(A ∩
∞⋃
i=1

Ei).

Poniewa» lewa strona jest sum¡ cz¦±ciow¡ szeregu o wyrazach nieujemnych ozna-
cza to »e

∞∑
i=1

M(A ∩ Ei) ≤M(A ∩
∞⋃
i=1

Ei).

Poniewa» M jest miar¡ zewn¦trzn¡ mamy równie»

M(A ∩
∞⋃
i=1

Ei) = M(

∞⋃
i=1

(A ∩ Ei)) ≤
∞∑
i=1

M(A ∩ Ei)

a wi¦c

M(A ∩
∞⋃
i=1

Ei) =

∞∑
i=1

M(A ∩ Ei).

Ze wzgl¦du na mierzalno±¢
⋃n
i=1Ei mamy

M(A) = M(A ∩
n⋃
i=1

Ei) +M(A−
n⋃
i=1

Ei) ≥M(A ∩
n⋃
i=1

Ei) +M(A−
∞⋃
i=1

Ei)

≥
n∑
i=1

M(A ∩ Ei) +M(A−
∞⋃
i=1

Ei).

Jak wy»ej z nieujemno±ci wyrazów szeregu

M(A) ≥
∞∑
i=1

M(A ∩ Ei) +M(A−
∞⋃
i=1

Ei) = M(A ∩
∞⋃
i=1

Ei) +M(A−
∞⋃
i=1

Ei).

Poniewa» miara zewn¦trzna jest podaddytywna to zachodzi te» nierówno±¢

M(A) ≤M(A ∩
∞⋃
i=1

Ei) +M(A−
∞⋃
i=1

Ei)

czyli ª¡cznie

M(A) = M(A ∩
∞⋃
i=1

Ei) +M(A−
∞⋃
i=1

Ei).
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Poniewa» otrzymali±my t¡ równo±¢ dla dowolnego A, to
⋃∞
i=1Ei jest mierzalny.

Je±li Ei, i = 1, . . . s¡ dowolnymi zbiorami mierzalnymi to piszemy Fi = Ei −⋃i−1
i=1 Ei. Wtedy Fi s¡ rozª¡czne i mierzalne i

⋃∞
i=1Ei =

⋃∞
i=1 Fi, a wi¦c

⋃∞
i=1Ei

jest mierzalny. A wi¦c pokazali±my »e rodzina zbiorów mierzalnych jest za-
mkni¦ta ze wzgl¦du na dopeªnienie i sumy przeliczalne. Pozostaje pokaza¢ »e
M ograniczone do zbiorów mierzalnych jest miar¡ czyli M jest przeliczalnie
addytywna czyli »e je±li Ei s¡ rozª¡cznymi zbiorami mierzalnymi to

M(

∞⋃
i=1

Ei) =

∞∑
i=1

M(Ei).

Ale wy»ej pokazali±my »e dla dowolnego A dowolnego

M(A ∩
∞⋃
i=1

Ei) =

∞∑
i=1

M(A ∩ Ei).

Bior¡c A =
⋃∞
i=1Ei widzimy »e

M(

∞⋃
i=1

Ei) = M(A ∩
∞⋃
i=1

Ei) =

∞∑
i=1

M(A ∩ Ei) =

∞∑
i=1

M(Ei).

�

Lemat 2.11 Niech Ai, i = 1, . . . b¦dzie ci¡giem zbiorów mierzalnych. Je±li
Ai ⊂ Ai+1 dla dowolnego i to

M(

∞⋃
i=1

Ai) = sup
i
M(Ai) = lim

i→∞
M(Ai).

Je±li Ai+1 ⊂ Ai dla dowolnego i i M(Ai) <∞ to

M(

∞⋂
i=1

Ai) = inf
i
M(Ai) = lim

i→∞
M(Ai).

Dowód: Rozwa»my przypadek gdy Ai ⊂ Ai+1, czyli Ai tworz¡ ci¡g niema-
lej¡cy. Niech E1 = A1 i Ei = Ai−Ai−1 dla i > 1. Ei s¡ rozª¡czne, bo dla i > j
mamy Ej ⊂ Aj ⊂ Ai−1. Mamy

⋃∞
i=1Ei =

⋃∞
i=1Ai i

⋃n
i=1Ei = An, a wi¦c

M(

∞⋂
i=1

Ai) = M(

n⋃
i=1

Ei) =

∞∑
i=1

M(Ei) = sup
n

n∑
i=1

M(Ei) =

= sup
n
M(

n⋃
i=1

Ei) = sup
n
M(An) = lim

i→∞
M(Ai)

co daje pierwsz¡ cz¦±¢. Je±li M(A1) < ∞ i Ai tworz¡ ci¡g nierosn¡cy to ozna-
czaj¡c Bi = A1 −Ai i u»ywaj¡c prawo de Morgana mamy

M(A1 −
∞⋂
i=1

Ai) = M(

∞⋃
i=1

Bi) = sup
i
M(Bi) = M(A1)− inf

i
M(Ai)
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i

M(

∞⋂
i=1

Ai) = M(A1)−M(A1 −
∞⋂
i=1

Ai) =

= M(A1)− (M(A1)− inf
i
M(Ai)) = inf

i
M(Ai).

�

3 Zbiory borelowskie

De�nicja: Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡. Najmniejsz¡ σ-algebr¦
zawieraj¡c¡ zbiory otwarte nazywamy σ-algebr¡ zbiorów borelowskich. Mówimy
»e zbiór jest zbiorem borelowskim wtedy i tylko wtedy gdy nale»y do σ-algebry
zbiorów borelowskich.

Komentarz: Przekrój dowolnej rodziny σ-algebr jest σ-algebr¡, wi¦c σ-algebra
zbiorów borelowskich to przekrój wszystkich σ-algebr zawieraj¡cych zbiory otwarte.
Równowa»nie, zbiór jest zbiorem borelowskim je±li mo»na go wyprodukowa¢ ze
zbiorów otwartych wielokrotnie bior¡c dopeªnienia i sumy przeliczalne.

Lemat 3.1 Rodzina podzbiorów borelowskich prostej to najmniejsza σ-algebra
zawieraj¡ca wszystkie odcinki otwarte.

Dowód: Ka»dy podzbiór otwarty prostej jest przeliczaln¡ sum¡ odcinków
otwartych, a wi¦c σ-algebra zawieraj¡ca odcinki otwarte zawiera te» podzbiory
otwarte prostej, a wi¦c i wszystkie zbiory borelowskie. σ-algebra zbiorów bore-
lowskich zawiera odcinki, wi¦c najmniejsza σ-algebra zawieraj¡ca odcinki jest
zawarta w σ-algebrze zbiorów borelowskich, co ª¡cznie daje równo±¢. �

De�nicja zbiorów borelowskich na charakter indukcyjny i w zwi¡zku z tym
dowody twierdze« o zbiorach borelowskich te» maj¡ charakter indukcyjny. Mia-
nowicie, dowodz¡c »e zbory borelowskie maj¡ pewn¡ wªasno±¢ W najpierw mu-
simy mie¢ jaki± punkt pocz¡tkowy, czyli pokaza¢ wªasno±¢ W np. dla odcin-
ków (czy od razu dla zbiorów otwartych). Nast¦pnie pokazujemy »e dopeªnienie
zbioru maj¡cego wªasno±¢W te» ma wªasno±¢W i »e przeliczalna suma zbiorów
maj¡cych wªasno±¢W te» ma wªasno±¢W (co odpowiada krokowi indukcyjnemu
w zwykªej indukcji). Wtedy wiemy »e rozdzina zbiorów maj¡cych wªasno±¢ W
jest σ-algebr¡ i zwiera odcinki a wi¦c zawiera te» wszystkie zbiory borelowskie,
czyli ka»dy zbiór borelowski ma wªasno±¢W . W przypadku zwykªej indukcji je-
±li chcemy pokaza¢ jak¡± wªasno±¢ dla podzbioru liczb naturalnych, to mo»emy
mie¢ kªopot bo podzbiór mo»e by¢ zbyt maªy. Podobnie próba ograniczenia si¦
do mniejszej rodziny zbiorów ni» zbiory borelowskie mo»e prowadzi¢ do kªoptów
bo rozumowanie indukcyjne wyprowadziªo by nas poza rodzin¦ i dlatego nie da
si¦ zastosowa¢.

Lemat 3.2 Ka»dy podzbiór borelowski prostej jest mierzalny.

Dowód: Rodzina zbiorów mierzalnych jest σ-algebr¡ i zawiera odcinki a wi¦c
i zbiory borelowskie. �
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Lemat 3.3 Niech X b¦dzie dowolnym zbiorem, Z podzbiorem X, za± S ro-
dzin¡ podzbiorów X. Oznaczmy przez A najmiejsz¡ σ-algebr¦ podzbiorów X
zawieraj¡c¡ S za± przez B najmiejsz¡ σ-algebr¦ podzbiorów Z zwierajc¡ rodzin¦
SZ = {A ∩ Z : A ∈ S}. Wtedy B = {A ∩ Z : A ∈ A}.

Dowód: Niech AZ = {A ∩ Z : A ∈ A}. Jako »e A jest σ-algebr¡ AZ jest
zamkni¦ta na dopeªnienie i sumy przeliczalne, a wi¦c jest σ-algebr¡. Ponadto
AZ zawiera SZ , a wi¦c B ⊂ AZ . Aby otrzyma¢ zawieranie w przeciwn¡ stron¦
rozwa»my rodzin¦ zbiorów C = {A ⊂ X : A ∩ Z ∈ B}. Jako ze B jest σ-algebr¡
to C te» jest σ-algebr¡. Ponadto C zawiera S, a wi¦c A ⊂ C, czyli dla ka»dego
A ∈ A mamy A ∩ Z ∈ B, czyli AZ ⊂ B. �

Lemat 3.4 Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡ za± Z podzbiorem X. Wtedy
B jest podzbiorem borelowskim Z je±li jest postaci A ∩ Z dla pewnego A bore-
lowskiego w X. Ponadto ka»dy zbiór tej postaci jest borelowski w Z. Jesli Z jest
podzbiorem borelowskim X to B jest borelowski w Z wtedy i tylko wtedy gdy B
jest borelowski jako podzbiór X.

Dowód. Niech S b¦dzie rodzin¡ zbiorów otwarych w X. Z de�nicji topologii
podprzestrzeni ka»dy podzbiór otwarty Z jest postaci U ∩Z dla U ∈ S. A wi¦c
pierwsza cz¦±¢ wynika z Lematu 3.3. Je±li Z jest borelowski i A jest borelowski
to A ∩ Z jest borelowski, czyli na mocy pierwszej cz¦±ci ka»dy podzbiór bore-
lowski Z jest borelowski jako podzbiór X. Je±li A ⊂ Z jest borelowski jako
podzbiór X to A = A ∩ Z jest równie» borelowski jako podzbiór Z. �

Przykªad: Niech f : R 7→ R b¦dzie dowoln¡ funkcj¡. Poka»emy »e zbiór A
tych punktów gdzie f jest ci¡gªa jest zbiorem borelowskim (Gδ). Z de�nicji f
jest ci¡gªa w x oznacza »e:

∀ε>0∃δ>0∀y(|x− y| < δ =⇒ |f(y)− f(x)| < ε).

W tej de�ncji warto±¢ f(x) jest dla nas niewygodna, bo chcemy ogranczy¢ za-
le»no±¢ od x. Zauwa»my »e zamiast jawnie napisa¢ f(x) mo»emy napisa¢

∀ε>0∃δ>0∃a∈R∀y(|x− y| < δ =⇒ |f(y)− a| < ε).

Mianowicie, de�nicja ci¡gªo±ci implikuje warunek wy»ej, bo skoro f(x) dziaªa,
to bior¡c a = f(x) dostaniemy prawd¦. Ale f(y)−f(x) = (f(y)−a)−(f(x)−a),
wiec warunek wy»ej implikuje »e |f(y)−f(x)| < 2ε. Ale czynnik 2 jest nieistonny
bo warunek ma zachodzi¢ dla dowolnego ε.

Równie» niewygodne jest to »e zmienne obj¦te kwanty�katormi przebiegaj¡
liczby rzeczywiste. Poniewa» dowolnie blisko liczby rzeczywistej mo»na znale¹¢
liczb¦ wymiern¡, to mo»emy zast¡pi¢ a ∈ R przez q ∈ Q. Podobnie, zamiast ε
mo»emy u»y¢ 1

n z naturalmym n. Po zmianie otrzymujemy warunek:

∀n∃δ>0∃q∈Q∀y(|x− y| < δ =⇒ |f(y)− q| < 1

n
).
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Popatrzy teraz na warunek

∀y(|x− y| < δ =⇒ |f(y)− q| < 1

n
).

Ten warunek oznacza »e nierówno±¢ |f(y) − q| < 1
n zachodzi dla dowolnego

y ∈ (x− δ, x+ δ). Dokªadna posta¢ odcinka nie odgrywa roli, mo»emy zast¡pi¢
(x− δ, x+ δ) przez odcinek o ko«cach wymiernych. Podobnie nie jest istotne »e
x jest ±rodkiem, wystarczy »e x le»y w ±rodkowej cz¦±ci odcinka. Dla odcinka I
oznaczmy przez 2I odcinek o tym samym ±rodku, ale dwa razu dªu»szy. Wtedy
mo»emy napisa¢

x ∈ I ∧ ∀y∈2I |f(y)− q| < 1

n
.

�¡cznie:

∀n∃I∃q∈Qx ∈ I ∧ ∀y∈2I |f(y)− q| < 1

n

gdzie I przebiega odcinki otwarte o ko«cach wymiernych. Niech Sn,q oznacza
zbiór odcinków otwartych o ko«cach wymiernych takich »e

∀y∈2I |f(y)− q| < 1

n
.

Oznaczmy

Vn,q =
⋃

I∈Sn,q

I,

Un =
⋃
q∈Q

Vn,q.

Wtedy f jest ci¡gªa w x jest równowa»ne

x ∈ A =
⋂
n

Un.

Mianowicie

x ∈ A ⇐⇒ ∀nx ∈ Un ⇐⇒ ∀n∃q∈Qx ∈ Vn,q ⇐⇒

⇐⇒ ∀n∃q∈Q∃I(x ∈ I) ∧ I ∈ Sn,q ⇐⇒

⇐⇒ ∀n∃I∃q∈Qx ∈ I ∧ ∀y∈2I |f(y)− q| < 1

n

co jest wyprowadzonym wy»ej warunkiem ci¡gªo±ci.
Zauwa»my »e Vn,q i Un s¡ otwarte, wi¦c A jest zbiorem Gδ a wi¦c borelow-

skim.

Lemat 3.5 Niech A b¦dzie dowolnym zbiorem. Wtedy

M(A) = inf
U :A⊂U

M(U)

gdzie in�mum przebiega zbiory otwarte. Istnieje zbiór borelowski G taki »e A ⊂
G i M(A) = M(G). Je±li A jest mierzalny to

M(A) = sup
K⊂A

M(K)
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gdzie supremum przebiega zbiory zwarte. Istnieje zbiór borelowski F takie »e F ⊂
A iM(A) = M(F ). Ponadto borelowskie F i G mo»na wybra¢ tak by F ⊂ A ⊂ G
i M(G− F ) = 0. Innymi sªowy, zbiór mierzalny mo»na przedstawi¢ jako sum¦
zbioru borelowskiego i zbioru miary 0, albo jako ró»nic¦ zbioru borelowskiego i
zbioru miaru 0.

Dowód: Niech ε > 0. Z de�nicji miary zewn¦trznej istnieje przeliczalna
rodzina przedziaªów otwartych S taka »e A ⊂

⋃
I∈S I = U i∑

I∈S
|I| ≤M(A) + ε.

Lecz U jako suma odcinków otwartych jest zbiorem otwartym i na mocy prze-
liczalnej podaddytywno±ci miary zewn¦trznej

M(U) ≤
∑
I∈S
|I| ≤M(A) + ε.

Czyli
M(A) ≤ inf

U :A⊂U
M(U) ≤M(A) + ε.

Poniewa» ε > 0 jest dowolne, to

M(A) = inf
U :A⊂U

M(U).

Teraz niech εi = 2−i i Ui b¦dzie zbiorem otwartym takim »e A ⊂ Ui i M(Ui) ≤
M(A) + εi. Bierzemy G =

⋂∞
i=1 Ui. Wtedy G jest zbiorem borelowskim, A ⊂ G

i dla dowolnego i mamy

M(A) ≤M(G) ≤M(Ui) ≤M(A) + εi

czyli
M(G) ≤ inf

i
(M(A) + εi) = M(A) + inf

i
εi = M(A)

a wi¦c M(A) = M(G).
Niech teraz A b¦dzie zbiorem mierzalnym. Najpierw rozpatrzymy przypa-

dek gdy A ⊂ [a, b], czyli A jest podzbiorem pewnego (sko«czonego) odcinka
domkni¦tego. Niech ε > 0. Na mocy pierwszej cz¦±ci lematu istnieje zbiór
otwarty G taki »e ([a, b]−A) ⊂ G i

M(G) ≤M([a, b]−A) + ε.

Teraz niech K = [a, b]−G. K jest zbiorem domkni¦tym i ograniczonym, a wi¦c
jest zwarty. Równie» K ⊂ A. Mamy

M(K) ≥M([a, b])−M(G) ≥M([a, b])−M([a, b]−A)− ε = M(A)− ε

a wi¦c
M(A)− ε ≤ sup

K⊂A
M(K).

Jako »e ε > 0 jest dowolne, to

M(A) = sup
K⊂A

M(K).

13



Je±li A jest dowolnym zbiorem mierzalnym, to bior¡c Ai = [−i, i] ∩ A mam
A =

∑
iAi. Poniewa» Ai tworz¡ ci¡g wst¦puj¡cy to na mocy Lematu 2.11

mamy
M(A) = sup

i
M(Ai).

Stosuj¡c do Ai ju» udowodnion¡ cz¦±¢ lematu mam

M(Ai) = sup
K⊂Ai

M(K) ≤ sup
K⊂A

M(K)

a wi¦c

M(A) = sup
i
M(Ai) = sup

i
sup
K⊂Ai

M(K) ≤ sup
i

sup
K⊂A

M(K) = sup
K⊂A

M(K)

czyli
M(A) ≤ sup

K⊂A
M(K).

Nierówno±¢ w przeciwn¡ stron¦ jest jasna bo M(K) ≤M(A), wiec

M(A) = sup
K⊂A

M(K).

Teraz niech εi = 2−i. Dla ka»dego i wybieramy zwarty Ki tak by Ki ⊂ A i
M(A) ≤ M(Ki) + εi. Niech F =

∑
Ki. Wtedy F jest borelowski jako suma

przeliczalna zbiorów domkni¦tych, F ⊂ A i dla dowolnego i mamy

M(F ) ≥M(Ki) ≥M(A)− εi

czyli
M(F ) ≥ sup

i
(M(A)− εi) = M(A)− inf

i
εi = M(A)

co oznacza »e M(F ) = M(A).
Chcemy teraz pokaza¢ »e borelowskie F iGmo»na wybra¢ tak by F ⊂ A ⊂ G

i M(G− F ) = 0. Je±li zbiór A ma miar¦ sko«czon¡ to wynik ªatwo dostaniemy
z ju» udowodnionej cz¦±ci lematu. Mianowicie, istniej¡ zbiory borelowskie F i
G takie »e F ⊂ A ⊂ G i M(F ) = M(G) = M(A). Wtedy M(G−F ) = M(G)−
M(F ) = 0. Ogólnie, niech Ai = [−i, i] ∩ A. Na mocy tego co ju» pokazali±my
istniej¡ zbiory borelowskie Fi i Gi takie »e Fi ⊂ Ai ⊂ Gi i M(Gi − Fi) = 0
Niech F =

⋃∞
i=1 Fi i G =

⋃∞
i=1Gi. Wtedy F i G s¡ zbiorami borelowskimi i

G− F ⊂
⋃∞
i=1(Gi − Fi) a wi¦c

M(G− F ) ≤
∞∑
i=1

M(Gi − Fi) = 0.

�

Lemat 3.6 Je±li rozdzina zbiorów S jest zamkni¦ta na iloczyny sko«czone, za±
rodzina L jest najmniejsz¡ rodzin¡ tak¡ »e L zawiera S, jest zamkni¦ta na prze-
liczalne monotonicze sumy zbiorów, X ∈ L i dla A,B ∈ L z B ⊂ A wynika »e
A−B ∈ L to L jest σ-algebr¡.
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Dowód. Wystarczy pokaza¢ »e L jest zamkni¦ta na iloczyn. Mianowiecie,
z zaªo»nia L jest zamkni¦ta na dopeªnienie, wi¦c z prawa de Morgana b¦dzie
zamkni¦ta na sumy sko«czone. Sum¦ przeliczaln¡

⋃∞
i=1Ai mo»emy zapisa¢ jako

sum¦ monotoniczn¡ sum sko«czonych

∞⋃
i=1

Ai =

∞⋃
i=1

i⋃
j=1

Ai

wi¦c L b¦dzie te» zamkni¦ta na sumy przeliczalne a wi¦c b¦dzie σ-algebr¡. Aby
pokaza¢ »e L jest zamkni¦ta na iloczyn dla A ∈ L rozwa»ny rodzin¦ LA = {B ∈
L : B ∩ A ∈ L}. Rodzina LA jest zamkni¦ta na sum¦ monotoniczn¡, bo je±li
B =

⋃∞
i=1Bi jest sum¡ monotoniczn¡ o skªadnikach z LA to równie»

A ∩B =

∞⋃
i=1

(A ∩Bi)

jest sum¡ monotoniczn¡ o skªadnikach z L, a wi¦c A ∩ B ∈ L czyli B ∈ LA.
Podobnie jesli B ⊂ C i C,B ∈ LA to

A ∩ (C −B) = (A ∩ C)− (A ∩B)

a wi¦c A∩(C−B) ∈ L, czyli C−B in LA, A wi¦c LA jest zamkni¦ta na te same
operacje co L. Ponadto X ∈ LA. Dla A ∈ S, poniewa» S jest zamkni¦ty na
iloczyn to S ⊂ LA. Poniewa» L jest najmniejsz¡ rodzin¡ zbiorów zawieraj¡c¡ S
i zamkni¦t¡ na operacje z zaªo»enia to L = LA, czyli dla A ∈ S i B ∈ L mamy
A ∩ B ∈ L. Oznacza to »e je±li A ∈ L to S ⊂ LA, czyli jak wy»ej L = LA. A
wi¦c dla A,B ∈ L równie» A ∩B ∈ L, czyli L pokazali±my »e L jest zamkni¦te
na iloczyn. �

Lemat 3.7 Niech µi. i = 1, 2 b¦d¡ miarami na na pewnych σ-algebrach po-
dziorów X. Je±li S jest rodzin¡ podzbiorów X tak¡ »e S jest zamkni¦ta na
iloczyny, X jest przeliczaln¡ sum¡ elementów z S i dla ka»dego A ∈ S mamy
µ1(A) = µ2(A) <∞ to µ1(A) = µ2(A) dla A z najmniejszej σ-algebry zawiera-
j¡cej S.

Dowód: Niech A ∈ S i LA b¦dzie rodzin¡ podzbiorów B ⊂ A takich »e obie
miary s¡ zde�niowane dla B i µ1(B) = µ2(B). Zauwa»ny »e na mocy Lematu
2.11 LA jest zamkni¦ta na sumy monotoniczne. Z zaªo»enia na zbiorach z S
miary si¦ zgadzaj¡ wi¦c skoro A ∈ S to A ∈ LA. Je±li C,B ∈ LA i B ⊂ C to
bior¡c D = C −B mam

µi(C) = µi(C −B) + µi(B)

czyli
µi(C −B) = µi(C)− µi(B).

Poniewa» miary powy»ej s¡ sko«czone (bo s¡ to miary podzbiorów A a z zaªo-
»enia A ma miar¦ sko«czon¡) to odejmowanie jest wykonalne i

µ1(C −B) = µ1(C)− µ1(B) = µ2(C)− µ2(B) = µ2(C −B)
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czyli równie» C −B ∈ LA. W wi¦c LA speªnia zaªo»enia Lematu 3.6 z S zast¡-
pionym przez SA = {B ∩ A : B ∈ S}, czyli LA zawiera σ-algebr¡ generowan¡
przez SA. Niech B b¦dzie elementem σ-algebry generowanej przez S. Na mocy
Lematu 3.3 zbiór A∩B ∈ LA. Niech teraz Ai ∈ S b¦d¡ takie »e X =

⋃∞
i=1Ai i

niech Bi = B∩(Ai−
⋃i−1
j=1Ai). Bi s¡ rozª¡czne i nale»¡ do σ-algebry generowanej

przez S wi¦c jak wy»ej Bi ∈ LAi , czyli

µ1(Bi) = µ2(Bi).

Jednak»e B =
⋃∞
i=1Bi, wi¦c

µ1(B) =

∞∑
i=1

µ1(Bi) =

∞∑
i=1

µ2(Bi) = µ2(B).

A wi¦c obie µi s¡ zde�niowane i równe na B. To daje wynik, jako »e B jest
dowolnym elementem σ-algebry generowanej przez S. �

Lemat 3.8 Je±li µ jest miar¡ na pewnej σ-algebrze podziorów R zawieraj¡cej
wszystkie odcinki otwarte, i µ(I) = |I| dla dowolnego odcinka otwartego, to
µ(A) = M(A) dla dowolnego zbioru borelowskiego. Je±li dowolny podzbiór zbioru
A takiego »e µ(A) = 0 jest µ-mierzalny, to µ jest okre±lona dla ka»dego zbioru
A mierzalnego wzgl¦dem miary Lebesgue'a i µ(A) = M(A).

Dowód: Zastosujem Lemat 3.7 do miary µ = µ1 i µ2 b¦d¡cej miar¡ Le-
besgue'a. Jako S bierzemy rodzin¦ wszystkich odcinków otwartych. S jest
zamkni¦ta na iloczyny. Prosta jest przeliczaln¡ sum¡ odzinków postaci (−i, i).
Z zaªo»enia miary si¦ zgadzaj¡ i s¡ sko«czone na odcinkach, a wi¦c zgadzaj¡ si¦
na σ-algebrze generowanej przez odcinki czyli na zbiorach borelowskich.

Zaªó»my dodatkowo dowolny podzbiór zbioru A takiego »e µ(A) = 0 jest
µ-mierzalny i niech B b¦dzie taki »e M(A) = 0. Wtedy istnieje borelow-
ski A taki »e B ⊂ A i M(B) = 0. A wi¦c µ(B) = 0 i A jako podzbiór B
jest µ-mierzalny, a wi¦c µ(A) ≤ µ(B) = 0, czyli A jest µ-miary 0. Teraz
miech A b¦dzie dowolnym zbiorem mierzalnym wzgl¦dem miary Lebesgue'a.
Istnieje borelowski F taki »e M(A − F ) = 0, w wi¦c A − F jest µ-miary 0 i
µ(A) = µ(F ) + µ(A− F ) = µ(F ) = M(F ) = M(A). �

4 Funkcje mierzalne

Niech teraz X b¦dzie przestrzni¡ z miar¡ okre±lon¡ na pewnej σ-algebrze M
podzbiorów X. Mówi¡c »e zbiór A jest mierzalny b¦dziemy przez to rozumieli
»e A ∈ M. Interesuj¡cy nas przypadek to X = Rn z miar¡ Lebesgue'a, ale
wygodniej jest u»ywa¢ bardziej ogólne oznaczenia.

De�nicja: Niech Y b¦dzie o±rodkow¡ przestrzeni¡ metryczn¡.
Funkcj¦ f : X 7→ Y nazywamy mierzaln¡ wtedy i tylko wtedy f−1(G) jest

mierzalny dla dowolnego zbioru borelowskiego G. Funkcj¦ f nazywamy borelow-
sko mierzaln¡ je±li przeciwobraz dowolnego zbioru borelowskiego jest borelowsko
mierzalny.

16



Lemat 4.1 Funkcja f : X 7→ Y jest borelowsko mierzalna wtedy i tylko wtedy
gdy przeciwobraz dowolnego zbioru otwartego jest borelowsko mierzalny. W
szczególno±ci funkcja ci¡gªa jest borelowsko mierzalna. Podobnie f jest mie-
rzalna wtedy i tylko wtedy gdy przeciwobraz dowolnego zbioru otwartego jest
mierzalny.

Dowód: Najpierw rozwa»my f tak¡ »e przeciwobraz dowolnego zbioru otwar-
tego jest borelowsko mierzalny. NiechN b¦dzie rodzin¡ takich pozbiorów A ⊂ Y
»e f−1(A) jest zbiorem borelowskim. Z zaªo»enia zbiory otwarte nale»¡ do N .
Ale N jest σ-algebr¡. Mianowicie

f−1(Y −A) = X − f−1(A)

i

f−1(

∞⋃
i=1

Ai) =

∞⋃
i=1

f−1(Ai)

czyli N jest zamkni¦ta na dopeªnienie i sumy przeliczalne. czyli zbiory borelow-
skie nale»¡ do N . A wi¦c przeciwobraz zbioru borelowskiego jest borelowski. Z
de�nicji f jest ci¡gªa wtedy i tylko wtedy gdy przeciwobraz dowolnego zbioru
otwartego jest otwarty. Ale zbiory otwarte s¡ borelowskie, czyli ci¡gªa f speªnia
zaªo»enia pierwszej cz¦±ci lematu. Dowód mierzalno±ci f jest podobny. �

Lemat 4.2 Je±li f : X 7→ R jest takie »e f−1((t,∞)) jest (borelowsko) mie-
rzalny dla dowolnego t ∈ R to f jest (borelowsko) mierzalna.

Dowód. Poka»emy wersj¦ mierzaln¡ (wersja borelowska jest analogiczna).
Najpierw zauwa»my »e

f−1([t,∞)) =

∞⋂
n=1

f−1(t− 1

n
,∞))

a wi¦c f−1([t,∞)) jest mierzalne. Nast¦pnie f−1((a, b)) = f−1((a,∞))−f−1([b,∞)),
a wi¦c równie» f−1((a, b)) jest zbiorem mierzalnym.

Dowolny podzbiór otwarty U prostej jest przeliczaln¡ sum¡ odcinków otwar-
tych, wi¦c f−1(U) jako przeliczalna suma jest zbiorem mierzalnym. Teraz mie-
rzalno±¢ f wynika z poprzedniego lematu. �

Lemat 4.3 Je±li I jest zbiorem sko«czonym lub przeliczalnym, Yi dla i ∈ I
s¡ przestrzeniami metrycznymi o±rodkowymi, Y =

∏
i∈I Yi, fi : X 7→ Y s¡

(borelowsko) mierzalne, F : X 7→ Y jest takie »e i-ta wspóªrz¦dna F (x) to fi(x),
to F jest (borelowsko) mierzalna.

Dowód: Poka»emy wersj¦ borelowsk¡ (wersja mierzalna jest podobna). Wy-
starczy pokaza¢ »e przeciwobraz zbioru otwartego jest borelowsko mierzalny.
Lecz Y mo»na wyposarzy¢ w struktur¦ przestrzeni metrycznej o±rodkowej, to-
te» ka»dy podzbiór otwarty Y jest przeliczan¡ sum¡ zbiorów bazowych. A wi¦c
wystarczy pokaza¢ »e przeciwobrazy elementów bazy s¡ borelowsko mierzalne.
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Standartow¡ baz¡ topologi w Y s¡ zbiory postaci V =
∏
iI
Ui gdzie Ui jest

otwarty w Yi i tylko dla sko«czenie wielu i zbiór Ui jest ró»ny od Yi. Zauwa»my
»e

F−1(V ) =
⋂
i∈I

f−1
i (Ui).

Jako »e fi jest borelowsko mierzalne to f−1
i (Ui) jest borelowsko mierzalny, a

wi¦c i F−1(V ) jako przeliczalny przekrój zbiorów borelowskich jest borelowski.
�

Lemat 4.4 Superpozycja funkcji borelowsko mierzalnych jest borelowsko mie-
rzalna. Je±li f : Y 7→ Z jest borelowsko mierzalna a g : X 7→ Y jest mierzalna
to f ◦ g jest mierzalna.

Dowód: Niech A ⊂ Z b¦dzie zbiorem borelowskim i niech B = f−1(A).
Jako »e f jest borelowsko mierzalna to B jest zbiorem borelowskim. Je±li g jest
mierzlna to

(f ◦ g)−1(A) = g−1(B)

jest zbiorem mierzalnym na mocy mierzalno±ci g, a wi¦c f ◦ g jest mierzalna.
Podobnie gdy g jest borelowsko mierzalna. �

Lemat 4.5 Niech X =
⋃∞
i=1Xi gdzie s¡ (borelowsko) mierzalne. Niech fi :

Xi 7→ Y b¦dzie (borelowsko) mierzalna. Zakªadamy »e fi(x) = fj(x) dla x ∈
Xi ∩ Xj (jest to speªnione np. gdy Xi s¡ rozª¡czne). Wtedy istnieje funkcja
f : X 7→ Y taka »e f(x) = fi(x) dla x ∈ Xi. Ponadto f jest (borelowsko)
mierzalna.

Dowód: Zauwa»my »e skoro fi(x) = fj(x) dla x ∈ Xi ∩ Xj to warunek
f(x) = fi(x) dla x ∈ Xi jednoznacznie de�niuje f . A wi¦c istnienie f jest
jasne i trzeba tylko pokaza¢ mierzalno±¢. Niech G b¦dzie zbiorem borelowskim.
Mamy

f−1(G) =

∞⋃
i=1

f−1
i (G).

Lecz f−1
i (G) jest (borelowsko) mierzalnym podzbiorem Xi. Jako »e Xi jest

(borelowsko) mierzalny to f−1
i (G) równie» jest (borelowsko) mierzalnym pod-

zbiorem X. A wi¦c f−1(G) jest (borelowsko) mierzalny jako suma przeliczalna
zbiorów (borelowsko) mierzalnych �

Lemat 4.6 Niech f, g : X 7→ R. Je±li f i g s¡ (borelowsko) mierzalne to suma,
ró»nica, iloczyn, maksimum i minimum f i g jest (borelowsko) mierzalny. Je±li
g(x) 6= 0 dla dowolnego x to iloraz f i g jest (borelowsko) mierzalny.
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Dowód: Odwzorowanie x 7→ (f1(x), f2(x)) w produkt jest mierzalne na mocy
Lematu 4.3. Operacje arytmetyczne s¡ superpozycj¡ tego odwzorowania z od-
powiedni¡ funkcj¡ dwuargumentow¡. Suma, ró»nica, iloczyn, maksimum i mi-
nimum s¡ funkcjami ci¡gªymi dwu zmiennych, a wiec dla nich wynik dostajemy
z lematu o superpozycji. Je±li g(x) 6= 0 dla dowolnego x to iloraz jest superpo-
zycj¡ z funkcj¡ φ tak¡ »e φ(x, y) = x

y dla y 6= 0 i φ(x, 0) = 0. φ jest borelowsko
mierzalna na mocy poprzedniego lematu. �

Oznaczenie: Kula B(x, r) = {y : d(x, y) < r}.

Lemat 4.7 Je±li fi : X 7→ Y jest ci¡giem funkcji mierzalnych (lub borelowsko
mierzalnych) i dla ka»dego x ∈ X mamy

lim
i→∞

fi(x) = f(x)

to f jest mierzalna (lub odpowiednio borelowsko mierzalna).

Dowód: Niech G b¦dzie otwartym podzbiorem Y . Z de�nicji je±li y ∈ G to
istnieje kula B(y, r) ⊂ G. Niech Gy = B(y, r2 ). Mamy G =

∑
y Gy. Jako »e Y

jest przestrzeni¡ o±rodkow¡ to istnieje ci¡g yj taki »e G =
∑∞
j=1Gyj . Oznaczmy

Uj = Gyj Je±li f(x) ∈ G to istnieje j taki »e f(x) ∈ Uj . Jako »e Uj jest zbiorem
otwartym to z de�nicji zbie»no±ci istnieje n takie »e dla i ≥ n mamy fi(x) ∈ Uj .
A wi¦c

x ∈ f−1
i (Uj)

dla i ≥ n. Z tego wynika »e

x ∈
∞⋂
i=n

f−1
i (Uj)

i konsekwentnie

x ∈
∞⋃
n=1

∞⋂
i=n

f−1
i (Uj).

A wi¦c jako »e x byª dowolnym elementem X takim »e f(x) ∈ G to

f−1(G) ⊂
∞⋃
j=1

∞⋃
n=1

∞⋂
i=n

f−1
i (Uj).

Chcemy pokaza¢ »e mamy nie tylko zawieranie ale rowno±¢. Niech f(x) /∈ G i
ustalmy j. Zgodnie z podanym okre±leniem Uj = B(y, r2 ) dla pewnego y ∈ G i
r takiego »e B(y, r) ⊂ G. A wi¦c d(f(x), y) ≥ r. Z de�nicji zbiezno±ci istnieje
n takie »e dla i ≥ n mamy d(fi(x), f(x)) < r

2 . Wtedy

d(fi(x), y) ≥ d(f(x), y)− d(fi(x), f(x)) >
r

2

czyli fi(x) /∈ B(y, r2 ) = Uj . A wi¦c x /∈ f−1
i (Uj), czyli równie» dla dowolnego m

mamy

x /∈
∞⋂
i=m

f−1
i (Uj).
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Jako »e j jest dowolne oznacza to »e

x /∈
∞⋃
j=1

∞⋃
n=1

∞⋂
i=n

f−1
i (Uj)

czyli »e

f−1(G) =

∞⋃
j=1

∞⋃
n=1

∞⋂
i=n

f−1
i (Uj)

Ale z zaªo»enia f−1
i (Uj) jest mierzalny, wi¦c

∞⋂
i=n

f−1
i (Uj)

jako przeliczalny iloczyn zbiorów mierzalnych jest mierzalny. Dalej, f−1(G) jako
przeliczalna suma zbiorów mierzalnych jest mierzalny. Ale jako »e G jest dowol-
nym zbiorem otwartym oznacza to »e f jest mierzalna. Dla funkcji borelowsko
mierzalnych argument jest podobny. �

5 Miara Lebesge'a na Rn

Przypominam »e dowoln¡ nieujemn¡ liczb¦ rzeczywist¡ mo»na zapisa¢ w ukªa-
dzie dziesi¦tnym:

a =

∞∑
i=−m

ci(a)10−i.

Je±li a jest niewymierana, to ci(a) s¡ wyznaczone jednoznacznie, je±li a jest
wymierna, to s¡ do najwy»ej dwie mo»liwo±ci: jedna gdzie wszystkie ci(a) za
wyj¡tkiem sko«cznie wielu s¡ równe 0 i druga gdzie wszystkie ci(a) za wyj¡tkiem
sko«cznie wielu s¡ równe 9. Je±li umówimy si¦ »e preferujemy zapis z zerami, to
ci(a) b¦d¡ zde�niowane jednoznacznie. A wi¦c w ten sposób otrzymujmy ci¡g
funkcji ci(a) : R 7→ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.

Oznaczenie: Przez N oznaczymy zbiór liczb niewymiernych.

Lemat 5.1 ci obci¦ta do zbioru N liczb niewymiernych jest ci¡gªa.

Dowód: Ci ma skoki w punktach postaci k10−1 gdzie k jest liczb¡ caªko-
wit¡, za± pomi¦dzy nimi jest staªa. A wi¦c ci jest ci¡gªa w ka»dym punkcie
niewymiernym. Czyli po obci¦ciu do zbioru liczb niewymiernych ci jest ci¡gªa
w ka»dym punkcie, a wi¦c ci¡gªa. �

Ustalmy n > 1. Funkcj¦ f na [0, 1) o warto±ciach w Rn de�niujemy nast¦-
puj¡co: f(a) = (h0(a), . . . , hn−1(a)) gdzie

hk(a) =
∑
i

ck+ni10−i.
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Nat¦pnie ustalmy wzajemnie jednoznaczn¡ odpowiednio±¢ mi¦dzy liczbami caª-
kowitymi a punktami w Rn o wspóªrz¦dnych caªkowitych (mo»na to zrobi¢ bo
zbiór punktów o wspóªrz¦dnych caªkowitych jest przeliczalny). W ten sposób
otrzymujemy odwzorwanie g : Z 7→ Zn ⊂ Rn. g mo»na tak wybra¢ by h(0) = 0.
Teraz je±li a = l + a0 gdzie l ∈ Z i a0 ∈ [0, 1) to f(a) = g(l) + f(a0).

Lemat 5.2 f obci¦ta do zbioru N liczb niewymiernych jest ci¡gªa.

Dowód: W wyra»eniu na f skªadnik g(l) jest staªy na przedziaªach postaci
(l, l+1), wi¦c wystarczy pokaza¢ »e skªadnik f(a0) jest ci¡gªy, co z kolei wystar-
czy zrobi¢ dla a ∈ N∩(0, 1). Teraz wystarczy pokaza¢ »e hk obci¦ta do N∩(0, 1)
jest ci¡gªa. Ale na przedziaªach ograniczonych szereg de�niuj¡cy hk jest zbie»ny
jednostajnie (bo majoryzuje si¦ przez zbie»ny szereg liczbowy

∑∞
i=−m 9(10−i)).

Skoro ci obci¦ta do N jest ci¡gªa to hk jako suma jednostajnie zbie»nego szeregu
funkcji ci¡gªych jest ci¡gªa. �

Dotychczas zde�niowali±my miar¦ Lebesgue'a na R1 a chcemy j¡ zde�niwa¢
na Rn. Aby odró»ni¢ ju» zde�niowan¡ miar¦ na R1 oznaczymy j¡ przez M1, za±
miar¦ na Rn (któr¡ chcemy zde�niowa¢) oznaczymy przez Mn.

De�nicja: Powiemy »e zbiór A ⊂ Rn jest Mn-mierzalny je±li f−1(A) jest
M1-mierzalny. Przy tym dla zbioru Mn-mierzalnego przyjmiemy

Mn(A) = M1(f−1(A)).

Lemat 5.3 Je±li A jest borelowsko mierzalny to A jest Mn-mierzalny

Dowód: f−1(A) = (f−1(A)∩N)∪(f−1(A)−N). Zbiór liczb wymiernych jest
przeliczalny, wi¦c f−1(A)−N jako podzbiór zbioru liczb wymiernych jest prze-
liczalny, czyli mierzalny (miary 0). f obci¦ta do N jest ci¡gªa, wi¦c f−1(A)∩N
jest podzbiorem borelowskim N , czyli jako zbiór borelowski jest mierzalny. �

Lemat 5.4 Je±li A jest Mn mierzalny to

Mn(A) = inf
U :A⊂U

Mn(U) = sup
K⊂A

Mn(K)

gdzie U przebiega zbiory otwarte, za± K zwarte. Ponadto istniej¡ zbory bore-
lowskie F i G takie »e F ⊂ A ⊂ G i Mn(G− F ) = 0.

Dowód. Niech B = f−1(A). Na mocy Lematu 3.5 istnieje ci¡g zbiorów
zwartych Li ⊂ B ∩N taki »e

sup
i
M1(Li) = M1(B ∩N) = M1(B).

Niech Ki = f(Li). Jako »e f jest ci¡gªa na N to Ki jest zwarty. Mamy
Li ⊂ f−1(Ki), czyli

Mn(A) = M1(B) = sup
i
M1(Li) ≤ sup

i
M1(f−1(Ki)) = sup

i
Mn(Ki).
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Lecz Ki ⊂ A, wi¦c
Mn(A) = sup

i
Mn(Ki).

Je±li A jest podzbiorem zbiory otwartego G o mierze sko«czonej to wtedy

M(A) = M(G)−M(G−A) = M(G)− sup
K⊂G−A

M(K) = inf
K⊂G−A

M(G−K).

Lecz U = G−K jest zbiorem otwartym zawieraj¡cym A, czyli

M(A) = inf
U :A⊂U

M(U).

Je±li A ⊂
⋃∞
i=1Gi gdzie ka»de Gi jest otwarte o mierze sko«czonej to ustalamy

ε > 0. Na mocy poprzedniej cz¦±ci dla ka»dego i istnieje zbiór otwarty Ui taki
»e Mn(Ui −A) ≤ ε2−i i A ∩Gi ⊂ Ui. Niech U =

⋃∞
i=1 Ui. Wtedy A ⊂ U i

Mn(U −A) ≤
∞∑
i=1

Mn(Ui −A) =

∞∑
i=1

ε2−i = ε.

Czyli
Mn(A) ≤Mn(U) ≤Mn(A) + ε

i
Mn(A) ≤ ε+ inf

U :A⊂U
M(U).

Jako »e ε jest dowolne to

Mn(A) ≤ inf
U :A⊂U

M(U).

�atwo zobaczy¢ »e przeciwobraz przez f zbioru ograniczonego jest ograniczony
(jest on sum¡ sko«czonej rodziny odcinków), wi¦c jesli G jest ogramiczonym
zbiorem otwartym toMn(G) <∞. Lecz Rn mo»na przdstawi¢ jako przeliczaln¡
sum¦ ograniczonych zbiorów otwartych, wi¦c piewsza cz¦±¢ lematu zachodzi dla
dowolnego mierzalnego A. Dowód drugiej cz¦±ci jest podobny do dowodu dru-
giej cz¦±ci Lematu 3.5 �

Lemat 5.5 Niech i ≥ 0 b¦dzie liczb¡ caªkowit¡ i niech K b¦dzie domkni¦t¡
kostk¡ o boku 10−i tak¡ »e jej wierzchoªki maj¡ wspóªrz¦dne postaci k10−i gdzie
k jest liczb¡ caªkowt¡. Wtedy istnieje liczba caªkowita l taka »e

(l10−ni, (l + 1)10−ni) ⊂ f−1(K)

i
f−1(U) ⊂ (l10−ni, (l + 1)10−ni)

gdzie U jest wn¦trzem K.

Dowód: Najpierw poka»emy »e dla dowolnego caªkowitego l istnieje kostka
K jak wy»ej, taka »e

f((l10−ni, (l + 1)10−ni)) ⊂ K
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Zauwa»my »e dla a ∈ (l10−ni, (l + 1)10−ni) mamy f(a) = f(l10−ni) + f(a1)
gdzie a1 = a − l10−ni ∈ (0, 10−ni). Nast¦pnie f(a1) = 10−if(a2) gdzie a2 =
10ia1 ∈ (0, 1). Dla a ∈ (0, 1) mamy ci(a) = 0 dla i ≤ 0, czyli

hk(a) =

∞∑
i=1

ck+ni10−i ≤ 9

∞∑
i=1

10−i = 1.

A wi¦c f((0, 1)) ⊂ [0, 1]n i f((0, 10−ni) ⊂ [0, 10−i]n. Jako »e 10if(l10−ni) ma
wspóªrz¦dne caªkowite oznacza to »e f((l10−ni, (l + 1)10−ni)) jest podzbiorem
kostli takiej postaci jak K. Zmieniaj¡c l otrzymamy rózne kostki. Zauwa»my
»e aby otrzyma¢ kostk¦ K musimy dobra¢ by f(l10−ni) byªo minimalym wier-
choªkiem kostki. Ale gdy l przebiega liczby caªkowite z przedziaªu [0, 10ni) to
f(l10−ni) przebiega wszyskie punkty [0, 1)n o wspóªrz¦dnych maj¡cych i cyfr
po przecinku, a wi¦c dla dowolnej K ⊂ [0, 1]n mo»na znale¹¢ l i jest ono jed-
noznaczne. Dla ogólnego K najpierw znajdujemy l1 tak by K − g(l1) ⊂ [0, 1]n

(takie l1 istnieje i jest jednoznaczne na mocy wªasno±ci g), a nast¦pnie l2 tak
by f((l210−ni, (l2 + 1)10−ni) ⊂ K − g(l1). Wtedy dla l = 10nil1 + l2 mamy

f((l10−ni, (l + 1)10−ni)) ⊂ K

czyli
(l10−ni, (l + 1)10−ni) ⊂ f−1(K)

co daje pierwsz¡ cz¦±¢. Nast¦pnie, je±li m 6= l to f((m10−ni, (m+1)10−ni)) jest
podzbiorem kostki domkni¦tej Km podobnej do K, ale ró»nej od K. Km jest
rozª¡czne z U , a wi¦c

(m10−ni, (m+ 1)10−ni) ∩ f−1(U) = ∅

Jako »e m jest dowolne ró»ne od l oznacza to »e tylko przedziaª (l10−ni, (l +
1)10−ni) przecina f−1(U), czyli

f−1(U) ⊂ (l10−ni, (l + 1)10−ni).

�

Lemat 5.6 Niech i, K i U b¦d¡ jak w Lemacie 5.5. Wtedy Mn(K) = Mn(U) =
10−ni.

Dowód: Na mocy zawierania z Lematu 5.5 mamy

Mn(U) ≤M1((l10−ni, (l + 1)10−ni)) = 10−ni ≤Mn(K).

Niech m > 0 b¦dzie liczb¡ naturaln¡. Podzielmy teraz kostk¦ K na 10nm kostek
domkni¦tych o boku 10−m−i. Co najwy»ej 2n10(n−1)m z tych kostek przecina
brzegK. A wi¦c co najmniej 10nm−2n10(n−1)m jest zawartych w U . Oznacza to
»e przeciobraz U zawiera co najmniej 10nm−2n10(n−1)m odcinków rozª¡cznych
dªugo±ci 10−n(m+i). Dodaj¡c dªugo±ci tych odcinków mamy

Mn(U) ≥ 10−n(m+i)(10nm − 2n10(n−1)m) = 10−ni(1− 2n10−m).
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Jako »e m jest dowolne to

Mn(U) ≥ lim
m→∞

10−ni(1− 2n10−m) = 10−ni

co oznacza »e Mn(U) = 10−ni. Teraz niech m = 1 i F b¦dzie kostk¡ domkni¦t¡
z podziaªu wy»ej zawart¡ w U . Jako »e miara Mn(U) jest równa sumie miar
kostek otwartych zawartych w U , to miara brzegu F to 0, czyli miara F jest
równa mierze wn¦trza F . Lecz przeciwobraz dowolnej kostki H podobnej do F
jest przesuni¦ciem przeciwobrazu F , czyli miara H jest równa mierze F . Po-
dobnie miara wn¦trza H jest równa mierze wn¦trza F , czyli równa mierze F .
W wi¦c miara brzegu H jest równa 0. Poniewa» brzeg K jest zawarty w sumie
brzegów kostek z podziaªu, to miara brzegu K to zero, czyli Mn(K) = Mn(U).
�

Lemat 5.7 Je±li µ jest miar¡ na R tak¡ »e dla ka»dego przedziaªu postaci I =
(k10−i, (k + 1)10−i) lub I = [k10i, (k + 1)10−1] z caªkowitymi k i i i z i > 0
mamy µ(I) = 10−i, to dla borelowskich A mamy µ(A) = M1(A).

Dowód. Ustalmy caªkowite i > 0. Niech I = (k10i, l10i) z caªkowitymi k i l.

I = (k10−i, (k + 1)10−i) ∪
l−1⋃

j=k+1

[j10−i(j + 1)10−i)

Z zaªo»enia

10−i = µ((j10−i(j+1)10−i) ≤ µ([j10−i(j+1)10−i)) ≤ µ([j10−i(j+1)10−i]) = 10−1

czyli µ([j10−i(j + 1)10−i)) = 10−i. A wi¦c

µ(I) = µ((k10−i, (k + 1)10−i)) +

l−1∑
j=k+1

µ([j10−i(j + 1)10−i)) = (l − k)10−i

czyli µ(I) = M1(I). Je±li J = (a, b) jest dowolnym przedziaªem otwartym
to mo»na znale¹¢ ci¡g Im przedziaªów jak wy»ej (z d¡»¡cym do ∞) takie »e
Im ⊂ Im+1 i

⋃∞
m=1 Im = I. Teraz

µ(I) = sup
m
µ(Im) = sup

m
M1(Im) = M1(I)

czyli równo±¢ µ(I) = M1(I) zachodzi dla dowolnego przedziaªu otwartego I.
U»ycie Lematu 3.8 ko«czy dowód. �

Lemat 5.8 Je±li Al dla l = 1, . . . , n s¡ zbiorami M1 mierzalnymi miary sko«-
czonej to B = A1 ×A2 × · · · ×An jest Mn-mierzalny i

Mn(B) =

n∏
l=1

M1(Al).
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Dowód: Najpierw rozpatrzymy przypadek gdy M1(Al) > 0 dla l = 1, . . . , n
i Al s¡ borelowskie. Niech m b¦dzie liczb¡ caªkowit¡ tak¡ »e 1 ≤ m ≤ n. In-
dukcyjnie wzgl¦dem m poka»emy »e wynik zachodzi je±li dodatkowo, dla l =
m, . . . , n zbiory Al s¡ przedziaªami postaci (k10−i, (k+ 1)10−i) lub [k10−i, (k+
1)10−i]. Dla m = 1 wszystkie Al s¡ takimi przedziaªami i wynik wynika z
Lematu 5.6. Aby zrobi¢ krok indukcyjny zaªó»my »e wynik zachodzi dla mniej-
szych warto±ci m i ustalmy Al dla l 6= m. Niech

c =

n∏
l=1,l 6=m

M1(Al)

Wtedy z zaªo»enia indukcyjego

Mn(B) = M1(Am)c

dla Am b¦d¡cego przedziaªem jak wy»ej. Chcemy pokaza¢ »e ta równo±¢ za-
chodzi dla dowolnego M1-mierzalnego Am. Lecz funkcja µ(Am) = c−1Mn(B)
jest miar¡ okre±lon¡ na podzbiorach borelowskich prostej speªniaj¡c¡ zaªo»enia
Lematu 5.7. Dodatkowo, je±li Mn(B) = 0 to dowolny podziór B jest Mn mie-
rzalny, wi¦c równie» je±li µ(Am) = 0 to dowolny podzbór Am jest µ-mierzalny.
Oznacza to »e dla dowolnego M1-mierzalnego Am mamy

M1(Am) = µ(Am) = c−1Mn(B)

czyli

Mn(B) = M1(Am)c =

n∏
l=1

M1(Al)

czyli dostali±my pomocniczy wynik dla m. A wi¦c na mocy zasady indukcji
mamy równo±¢ dla m = n, czyli wszyskie Al mog¡ by¢ dowolnymi zbioramiM1-
mierzalnymi dodatniej miary. Je±li który± z Al ma miar¦ 0 to przedstawiamy go
jako przekrój zbiorów dodatniej sko«czonej miary i otrzymujemy wynik stosuj¡c
Lemat 2.11. �

Lemat 5.9 Je±li µ jest miar¡ tak¡ »e dla dowolnej kostki K postaci K =
(a1, b1) × · · · × (an, bn) mamy µ(K) = Mn(K) to na zbiorach borelowskich µ
jest równa Mn. Je±li ponadto dowolny podzbiór zbioru µ miary 0 jest mierzalny
to µ jest równa Mn dla zbiorów Mn mierzalnych.

Dowód. Pierwsza cz¦±¢ wynika z Lematu 3.7. Mianowicie, rodzina kostek
jest zamkni¦ta na iloczyny, ka»da kostka ma miar¦ sko«czon¡ i Rn jest przeli-
czaln¡ sum¡ kostek. Dowód drugiej cz¦±ci jest podobny do drugiej cz¦±ci Lematu
3.8 �

Lemat 5.10 Je±li S jest macierz¡ n-wymiarow¡ to dla zbiorów mierzalnych A
w Rn mamy

Mn(SA) = |det(S)|Mn(A).

Podobnie Mn(A+ x) = Mn(A) dla dowolnego x ∈ Rn.
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Dowód. Druga cz¦±¢ wynika z Lematu 5.9, bo obie strony s¡ miarami ta-
kimi »e miara kostki to jej obj¦to±¢. Zauwa»my »e je±li pierwsza cz¦±¢ lematu
zachodzi dla macierzy S1 i S2 to zachodzi te» dla produktu S1S2. A wi¦c wystar-
czy pokaza¢ »e dowolna macierz jest produktem macierzy dla których zachodzi
wynik. Je±li macierz S jest diagonalna i ma niezerowe elementy na diagonali to

µ(A) = |det(S)|−1Mn(SA)

jest miar¡ tak¡ »e miara kostki to jej obj¦to±¢, a wi¦c równa si¦ Mn, co daje
wynik dla takich macierzy. Je±li S ma zero na diagonali, to obraz S ma miar¦
zero, det(S) = 0, wi¦c wynik zachodzi bo obie strony równo±ci s¡ zerami. Je±li
Sc jest macierz¡ dwuwymiarow¡ postaci(

1 c
0 1

)
to dla c > 0 obraz prostok¡ta (a1, b1) × (a2, b2) to równolegªobok o podsta-
wie dªugo±ci (b1 − a1) i wysoko±ci b2 − b1. Je±li c(b2 − b1) < (b1 − a1) to
równolegªobok mo»na przedstawi¢ jako sum¦ trapezu i trójk¡ta. Przesuwajac
trójk¡t otrzymamy jako sum¦ prostok¡t. A wi¦c miara równolegªoboku jest
równa mierze oryginalnego prostok¡ta. Je±li wysoko±¢ równolegªoboku jest zbyt
du»a by ten argument zastowowa¢ bezpo±rednio, to mo»na go poci¡c na paski,
tzn. przedtawi¢ jako sum¦ równolegªoboków o maªej wysoko±ci i zastosowa¢
argument do ka»dego paska z osobna. Podobnie gdy c < 0. Oznacza to »e do
miary µ(A) = M2(ScA) mo»na zastosowa¢ Lemat 5.9 co daje wynik dla tej ma-
cierzy. Je±li macierz S ma jedynki na diagonali i tylko jeden niezerowy element
poza diagonal¡ to rozumowanie jest takie same jak dla macierzy Sc (tylko dwie
wspóªrz¦dne odgrywaj¦ rol¦, na pozostaªych macierz dziaªa jak identyczno±¢).
Dowoln¡ macierz górnotrójk¡tn¡ U mo»na przedstawi¢ jako produkt macierzy
diagonalnej i macierzy maj¡cych jedynki na diagonali i tylko jeden niezerowy
element ponad diagonal¡, a wi¦c dostajemy wynik dla macierzy górnotrójk¡t-
nych. Podobnie dostaniemy wynik dla macierzy dolnotrójk¡tnych L z jedynkami
na diagonali. Dla macierzy permutacyjnych P , tzn. takich które tylko zamie-
niaj¡ miejscami wspóªrz¦dne wynik jest jasny, bo |det(P )| = 1 i P zachowuje
obj¦to±¢ kostek. U»ywaj¡c eliminacj¦ Gaussa dowoln¡ macierz nieosobliw¡ S
mo»na zapisa¢ jako

S = LUP

gdzie L jest dolnotrójk¡tna z jedynkami na diagonali, U jest górnotrójk¡tna,
za± P jest macierz¡ permutacyjn¡. A wi¦c wynik zachodzi dla macierzy nie-
osobliwych. Je±li S jest osobliwa, to obraz S jest podprzestrzeni¡ mniejszego
wymiaru, wi¦c ma miar¦ 0, |det(S)| = 0 i wynik zachodzi. �

6 Caªka Lebesge'a

6.1 Caªka z funkcji nieujemnych

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ z miar¡ µ. Na pocz¡tku b¦dziemy caªkowa¢ funk-
cje nieujemne, a wi¦c b¦dziemy zajmowa¢ si¦ funkcjami mierzalnymi f : X 7→
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[0,∞], tzn. dopuszczamy funkcje przyjmuj¡ce warto±¢∞ i przyjmiemy konwen-
cj¦ »e 0∞ = 0.

De�nicja: Funkcj¦ mierzaln¡ f : X 7→ [0,∞) nazywamy funkcj¡ prost¡ je±li
przyjmuje tylko sko«czenie wiele warto±ci.

Lemat 6.1 Suma, iloczyn i maksimum dwu funkcji prostych jest funkcj¡ pro-
st¡. Je±li ró»nica dwu funkcji prostych jest nieujemna to jest funkcj¡ prost¡.
Ogólniej, dowolna operacja dwuargumntowa od funkcji prostych da funkcj¦ pro-
st¡ o ile wynik jest nieujemny. Iloczyn funkcji prostej przez dodatni¡ staª¡ jest
funkcj¡ prost¡.

Dowód. Je±li f1 przybiera k warto±ci za± f2 przybiera l warto±ci to dowolna
operacja dwuargumentowa zastosowana do f1 i f2 da co najwy»ej kl warto±ci.
Podobnie iloczyn f1 i staªej przybiera co najwy»ej k warto±ci. �

Lemat 6.2 Niech f : X 7→ [0,∞] b¦dzie funkcj¡ mierzaln¡. Istnieje ci¡g funkcji
prostych fn takich »e fn ≤ fn+1 i dla ka»dego x ∈ X

lim
n→∞

fn(x) = f(x).

Dowód: Niech An,k = {x : kn < f(x) ≤ k+1
n }, Bn = {x : f(x) > n} i

hn(x) = n1Bn +
1

n

n2−1∑
k=1

k1An,k
.

Zapis pokazuje »e hn jest funkcj¡ prost¡. �atwo zauwa»y¢ »e hn(x) ≤ f(x).
Ponadto hn(x) → f(x). Mianowicie, je±li f(x) = ∞ to hn(x) = n → ∞. Je±li
n > f(x) to hn(x) ≤ f(x) ≤ hn(x) + 1

n , czyli |f(x) − hn(x)| ≤ 1
n → 0, a wi¦c

rzeczywi±cie
lim
n→∞

hn(x) = f(x).

Teraz bierzemy fn(x) = max(h1(x), . . . , hn(x)). �

Lemat 6.3 Je±li f jest funkcj¡ prost¡ to istnieje liczba naturalna n, liczby rze-
czywiste ci > 0, i = 1, . . . , n i zbiory niepuste rozª¡czne Ai, i = 1, . . . , n takie
»e ci < ci+1 i

f =

n∑
i=1

ci1Ai
.

Liczba n, ci i Ai s¡ jednoznacznie wyznaczone przez f .

Dowód: Niech S b¦dzie zbiorem niezerowych warto±ci przyjmowanych przez
f . Po uporz¡dkowaniu S = {ci} gdzie ci < ci+1. Niech Ai = {x : f(x) = ci} =
f−1({ci}). Z de�nicji Ai s¡ rozª¡czne. Dla dowolnego x warto±¢ f(x) to albo 0,
albo jedno z ci. Je±li f(x) to 0 to x nie nale»y do »adnego Ai, wiec suma wy»ej
wynosi 0 i zachodzi równo±¢. Je±li f(x) = ci, to x ∈ Ai i x /∈ Aj dla j 6= i, wi¦c
suma ma tylko jeden niezerowy skªadnik i warto±¢ wynosi ci czyli te» mamy
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równo±¢. Pozostaje pokaza¢ jednoznaczno±¢. Jako »e Ai s¡ niepuste i rozª¡czne
to ci pojawi¡ si¦ jako warto±ci f i b¦d¡ to wszystkie niezerowe warto±ci f . A
wi¦c zbiór {ci} jest wyznaczony jednoznacznie. Poniewa» ci s¡ uporz¡dkowane
to ci¡g ci jest te» wyznaczony jednoznacznie. Wreszcie rozª¡czno±¢ Ai implikuje
»e Ai = {x : f(x) = ci}. �

De�nicja: Je±li B ⊂ X jest mierzalny, f jest funkcj¡ prost¡ to caªk¦ z f po
B de�niujemy jako: ∫

B

f =

n∑
i=1

ciµ(B ∩Ai)

gdzie Ai i ci s¡ jak w Lemacie 6.3.
Komentarz: T¡ notacj¦ stosujemy gdy jest jasne wzgl¦dem jakiej zmiennej

chcemy caªkowa¢. Je±li chcemy wyra¹nie zaznaczy¢ zmienn¡ wzgl¦dem której
caªkujemy to zamiast

∫
f piszemy∫

f(x)dµ(x)

lub ∫
f(x)dx

je±li caªkowanie jest wzgl¦dem miary Lebesgue'a.

Lemat 6.4 Je±li f i g s¡ funkcjami prostymi za± Ei, i = 1, . . . , n s¡ rozª¡cznymi
zbiorami mierzalnymi, E =

⋃n
i=1Ei to

n∑
k=1

∫
Ei

f =

∫
E

f

i ∫
E

(f + g) =

∫
E

f +

∫
E

g.

Dowód: Niech f =
∑k
j=1 aj1Aj b¦dzie zapisem f z Lematu 6.3. Wtedy

∫
Ei

f =

k∑
j=1

cjµ(Ei ∩Aj)

i
n∑
i=1

∫
Ei

f =

n∑
i=1

k∑
j=1

cjµ(Ei ∩Aj) =

k∑
j=1

cj

n∑
i=1

µ(Ei ∩Aj) =

=

k∑
j=1

cjµ(E ∩Aj) =

∫
E

f

co daje pierwsz¡ równo±¢. Aby pokaza¢ drug¡ niech g =
∑l
i=1 bi1Bi

b¦dzie
zapisem g z Lematu 6.3 i niech Ei,j = E∩Aj∩Bi. Dla x ∈ Ei,j suma f(x)+g(x)
jest staªa i przymuje warto±¢ aj + bi. A wi¦c jak zapiszemy f + g zgodnie z
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Lematem 6.3 i u»yjemy de�nicj¦ caªki, to tylko jeden skªadnik w caªce b¦dzie
niezerowy i ∫

Ei,j

(f + g) = (aj + bi)µ(Ei,j) =

∫
Ei,j

f +

∫
Ei,j

g.

Lecz Ei,j s¡ rozª¡czne i
⋃
i,j Ei,j = E, wi¦c na mocy pierwszej cz¦±ci

∫
E

(f + g) =

k∑
j=1

l∑
i=1

(

∫
Ei,j

f +

∫
Ei,j

g) =

=

k∑
j=1

l∑
i=1

∫
Ei,j

f +

k∑
j=1

l∑
i=1

∫
Ei,j

g =

∫
E

f +

∫
E

g.

�

Lemat 6.5 Je±li E ⊂ X jest mierzalny, f i g s¡ funkcjami prostymi i f(x) ≤
g(x) dla ka»dego x to

∫
E
f ≤

∫
E
g.

Dowód: Niech h = g − f . Wtedy h ≥ 0,
∫
E
h ≥ 0 i∫

E

g =

∫
E

f +

∫
E

h ≥
∫
E

f

�

De�nicja: Je±li E ⊂ X jest mierzalny i f : X 7→ [0,∞] jest mierzalna to
caªk¦ z f po E de�niujemy jako∫

E

f = sup
h

∫
E

h

gdzie supremum przebiega funkcje proste h takie »e 0 ≤ h ≤ f . Je±li f jest
funkcj¡ prost¡ to na mocy Lematu 6.5 supremum jest osi¡gni¦te dla f = h, a
wi¦c ta de�nicja zgadza si¦ z poprzedni¡.

Lemat 6.6 ∫
E

f =

∫
f1E .

Caªka po E zale»y tylko od warto±ci f na E.

Dowód: Dla funkcji prostych równo±¢ wynika wprost z de�nicji. Je±li f jest
mierzalna za± h ≤ f i h jest funkcj¡ prost¡ to h1E ≤ f1E i h1E te» jest funkcj¡
prost¡. Wi¦c∫

E

f = sup
h≤f

∫
E

h = sup
h≤f

∫
h1E ≤ sup

g≤f1E

∫
h =

∫
f1E .
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Je±li h ≤ f1E i h jest funkcj¡ prost¡ to h = h1E i h ≤ f , czyli∫
f1E = sup

h≤f1E

∫
h = sup

h≤f1E

∫
E

h ≤ sup
h≤f

∫
E

h =

∫
E

f

co ª¡cznie daje równo±¢. Druga cz¦±¢ jest wnioskiem z pierwszej. �

Uwaga: Powy»szy lemat oznacza »e w rozumowanich teoretycznych zwykle
mo»na si¦ ograniczy¢ do caªki po caªym X.

Oznaczenie: Je±li E = X to zamiast
∫
X
f b¦dziemy pisa¢

∫
f

Lemat 6.7 Niech f : X 7→ [0,∞] b¦dzie funkcj¡ mierzaln¡. Je±li N = {f(x) 6=
0} jest miary 0 to

∫
f = 0. Przeciwnie, je±li

∫
f = 0 to istnieje zbiór mierzalny

N miary 0 taki »e f(x) = 0 dla x /∈ N .

Dowód: Jesli h jest funkcj¡ prost¡ tak¡ »e h ≤ f i h =
∑
ci1Ai

jest zapisem
h ze Lematu 6.3, to x ∈ Ai oznacza »e f(x) 6= 0, a wi¦c Ai ⊂ N , czyli µ(Ai) = 0.
Dalej ∫

h =
∑

ciµ(Ai) = 0

czyli ∫
f = sup

∫
h = 0.

Je±li {x : f(x) 6= 0} = {x : f(x) > 0} ma miar¦ dodatni¡, to mamy

{x : f(x) > 0} =

∞⋃
i=1

{x : f(x) >
1

i
}

a wi¦c na mocy Lematu 2.11 istnieje i takie »e

A = {x : f(x) >
1

i
}

ma miar¦ dodatni¡. Niech h = 1
i 1A. Wtedy h ≤ f i∫
h =

1

i
µ(A) > 0

czyli
∫
f > 0. �

Na mocy Lematu 6.7 przy obliczaniu caªek mo»emy pomija¢ zachowanie f
na zbiorach miary 0. W szczególno±ci caªka mo»e by¢ sko«czona nawet je±li
f(x) =∞ dla niektórych x, o ile zbiór takich x jest miary 0.

Lemat 6.8 Jesli f ≤ g to
∫
f ≤

∫
g.

Dowód: Wynika to bezpo±rednio z de�nicji, bo supremum w de�ncji caªki z
f jest brane po mniejszym zbiorze ni» supremum w de�nicji caªki z g. �
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Lemat 6.9 (Twierdzenie o zbie»no±ci monotonicznej) Jesli fn : X 7→ [0,∞] s¡
mierzalne, fn(x) ≤ fn+1(x) dla dowolnego x i dla ka»dego x mamy limn→∞ fn(x) =
f(x) to

lim
n→∞

∫
fn =

∫
f.

Dowód. Zauwa»my »e skoro fn tworz¡ ci¡g niemalej¡cy i f jest granic¡ fn
to fn(x) ≤ f(x) dla dowolnego x. Oznacza to »e

∫
fn ≤

∫
f . Ponadto

∫
fn jest

ci¡giem niemalej¡cym, wi¦c granica caªek istnieje i

lim
n→∞

∫
fn ≤

∫
f.

Niech h ≤ f b¦dzie funkcj¡ prost¡. Z Lematu 6.3 h =
∑k
i=1 ci1Ai

. Niech ε > 0
b¦dzie mniejsze of c1 i niech Bi,n = {x ∈ Ai : fn(x) > ci−ε}. Dla x ∈ Ai mamy
f(x) ≥ h(x) = ci. Jako »e fn(x) → f(x) to istnieje n takie »e fn(x) > ci − ε.
czyli x ∈ Bi,n. A wi¦c Ai =

⋃
nBi,n. Niech hn =

∑k
i=1(ci − ε)1Bi,n . Wtedy

hn jest funkcj¡ prost¡ i hn ≤ fn. Zauwa»my »e Bi,n ⊂ Bi,n+1, a wi¦c na mocy
Lematu 2.11 mamy

µ(Ai) = lim
n→∞

µ(Bi,n+1)

wi¦c ∫
hn →

k∑
i=1

(ci − ε)µ(Ai).

Niech t =
∑k
i=1 µ(Ai). Je±li t <∞ to powy»sza równo±c oznacza »e∫

hn → −εt+

∫
h

czyli jako »e fn ≥ hn
lim
n→∞

∫
fn ≥ −εt+

∫
h.

Jako »e ε > 0 jest dowolnie maªe to

lim
n→∞

∫
fn ≥

∫
h.

Je±li t =∞ to ∫
hn →∞

i równie»

lim
n→∞

∫
fn ≥

∫
h.

Jako »e h ≤ f jest dowoln¡ funkcj¡ prost¡ to powy»sza nierówno±¢ oznacza »e

lim
n→∞

∫
fn ≥

∫
f.

co razem z otrzyman¡ na pocz¡tku nierówno±ci¡ przeciwn¡ daje równo±¢. �
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Lemat 6.10 Je±li f, g : X 7→ [0,∞] s¡ mierzalne to∫
(f + g) =

∫
f +

∫
g

Dowód: Niech fn b¦dzie ci¡giem funkcji prostych monotonicznie zbie»nym
do f , za± gn b¦dzie ci¡giem funkcji prostych monotonicznie zbie»nym do g.
Wtedy fn + gn jest ci¡giem funkcji prostych monotonicznie zbie»nym do f + g i∫

(f + g) = lim
n→∞

∫
(fn + gn) = lim

n→∞

∫
fn + lim

n→∞

∫
gn =

∫
f +

∫
g

Gdzie druga równo±¢ wynika z Lematu 6.4 a pozostaªe z Lematu 6.9. �

Lemat 6.11 (Twierdzenie Fubiniego) Niech X = Rn × Rk = Rn+k. Niech
f(x, y) : X 7→ [0,∞] b¦dzie funkcj¡ mierzaln¡ i niech N b¦dzie zbiorem takich x
»e funkcja f(x, y) jest mierzalna jako funkcja zmiennej y. Wtedy Rn − N jest
zbiorem miary 0, funkcja φ(x) =

∫
y∈Rk f(x, y) jest mierzalna na N i∫

X

f =

∫
N

φ(x).

Dowód: Najpierw rozwa»my f postaci 1A gdzie A jest zbiorem borelowskim.
Zauwa»my »e przy ustalonym x funkcja 1A(x, y) jest borelowsko mierzalna jako
funkcja y (mo»na j¡ potraktowa¢ jako superpozycj¦ wªo»enia y 7→ (x, y) które
jest ci¡gªe z 1A(x, y)). Je±li funkcja φ(x) jest mierzalna to piszemy

ν(A) =

∫
N

φ(x).

Poka»emy »e ν jest miar¡. Aby zaznaczy¢ zale»no±¢ φ od A b¦dziemy pisa¢
φA(x). Zauwa»my najpierw »e je±li A = B × C dla B borelowskiego w Rn
miary sko«czonej i C borelowskiego w Rk miary sko«czonej to dla ka»dego
ustalonego x ∈ Rn funkcja 1A(x, y) jest albo równa 1C albo równa 0. Ponadto
φA(x) = Mk(C)1B(x), a wi¦c φA jest mierzalna. A wi¦c dla A tej postaci
ν(A) jest zde�niowane i ν(A) = Mn(B)Mk(C) = Mn+k(A). Niech T b¦dzie
rodzin¡ A jak wy»ej (czyli produktów kartezja«skich zbiorów borelowskich miary
sko«czonej).

Je±li A jest podzbiorem X takim »e ν(A) <∞ i B ⊂ A i ν(B) jest okre±lone
to 1A−B = 1A − 1B i

φA−B(x) = φA(x)− φ(B)(x)

czyli φA−B jest mierzalna, wi¦c ν(A− B) jest okre±lone (i ν(A− B) = ν(A)−
ν(B)).

Ustalmy D ∈ T . Niech Ai b¦dzie ci¡giem zbiorów takim »e ν(Ai) jest okre-
±lone, Ai ⊂ Ai+1 i A =

⋃∞
i=1Ai. Dla ka»dego ustalongo x mamy 1Ai(x, y) →

1A(x, y), wi¦c na mocy Lematu 6.9 mamy φAi
(x) → φA(x), a wi¦c φA jest

mierzalna, czyli ν(A) jest okre±lona i ν(Ai) → ν(A). Stosuj¡c Lemat 3.6 z
L b¦d¡cym rodzin¡ podzbiorów A ⊂ D takich »e ν(A) jest okre±lone i S =
{A ∩ F : A ∈ T} widzimy »e zaªo»enia s¡ speªnione wi¦c L jest σ-algebr¡. Na
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mocy Lematu 3.7 widzimy »e ν(A) = Mn+k(A) dla A ∈ L. Jako »e T zawiera
baz¦ zbiorów otwarych w X, to L zawiera wszystkie podzbiory borelowskie D.
A wi¦c ν jest okre±lone dla dowolnego ograniczonego zbioru borelowskiego A
i ν(A) = Mn+k(A). Dowolny zbiór borelowski jest sum¡ wst¦puj¡cego ci¡gu
zbiorów borelowskich ograniczonych wi¦c ν jest okre±lone dla dowolnego zbioru
borelowskiego A i ma mocy Lematu 2.11 dalej mamy ν(A) = Mn+k(A).

Niech A b¦dzie dowolny zbiorem mierzalnym. Wtedy na mocy Lematu 5.4
istniej¡ zbiory borelowskie F i G taki »e F ⊂ A ⊂ G i Mn+k(G−F ) = 0. Niech
Z = A− F . To co pokazali±my wy»ej oznacza »e ν(G− F ) = 0, czyli∫

φG−F (x) = 0

a wi¦c na mocy Lematu 6.7 istnieje zbiórN taki »eMn(Rn−N) = 0 i φG−F (x) =
0 dla x ∈ N . Jeszcze raz u»ywaj¡c Lemat 6.7 widzimy »e dla ustalonego x ∈ N
funkcja 1G−F (x, y) jest ró»na od 0 tylko dla y ze zbioru miary zero. Lecz
1Z ≤ 1G−F , czyli 1Z(x, y) jest ró»na od 0 dla y z podzbioru zbioru miary 0,
a wi¦c 1Z(x, y) jest mierzalna, bo dowolny podzbiór zbioru miary 0 jest Mk

mierzalny. Ponadto φZ(x) = 0 dla x ∈ N , czyli φZ jest mierzalna. Jako »e
1A = 1F + 1Z to 1A(x, y) jest mierzalne dla x ∈ N i φA = φF + φZ jest
mierzalne na N . Ponado∫

1A = Mn+k(A) = Mn+k(F ) =

∫
N

φF =

∫
N

(φF + φZ) =

∫
N

φA

czyli lemat zachodzi dla f postaci 1A. Je±li f jest funkcj¡ prost¡ to f =∑m
i=1 ci1Ai

i stosuj¡c ju» udowodnion¡ cz¦±¢ widzimy »e istniej¡ zbiory Ni takie
»e 1Ai(x, y) jest mierzalne wzgl¦dem y dla y ∈ N i Mn(Rn − Ni) = 0. Niech
N =

⋃m
i=1Ni. Wtedy

Mn(Rn −N) ≤
m∑
i=1

Mn(Rn −Ni) = 0

i dla x ∈ N widzimy »e f(x, y) =
∑m
i=1 ci1Ai(x, y) jako suma funkcji mierzalnych

jest mierzalna. Nast¦pnie

φf (x) =

m∑
i=1

ciφAi
(x)

wi¦c ∫
N

φf (x) =

m∑
i=1

ci

∫
N

φAi
(x) =

m∑
i=1

ciMn+k(Ai) =

∫
X

f.

A wi¦c Lemat zachodzi gdy f jest funkcj¡ prost¡. Wreszcie niech f b¦dzie
mierzalna. Wtedy istnieje ci¡g funkcji prostych fi monotonicznie zbie»ny do
f . Z ju» dowiedzionej cz¦±ci dla ka»dego i istnieje zbiór mierzalny Ni taki »e
dla x ∈ Ni funkcja fi(x, y) jest mierzalna jako funkcja y. Niech N =

⋃∞
i=1Ni.

Mamy

Mn(Rn −N) ≤
∞∑
i=1

Mn(Rn −Ni) = 0
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Dla x ∈ N funkcja f(x, y) jest mierzalna jako funkcja y bo jest monotoniczn¡
granic¡ funkcji mierzalnych. Nast¦pnie, na mocy Lematu 6.9 przy ustalony x
mamy φfi(x)→ φf (x) i zbie»no±¢ jest monotoniczna wi¦c jeszcze raz u»ywaj¡c
Lemat 6.9 mamy ∫

N

φf (x) = lim
i→∞

∫
N

φfi = lim
i→∞

∫
X

fi =

∫
X

f

co daje wynik dla f . �

Lemat 6.12 Niech f : Rn 7→ [0,∞] b¦dzie funkcj¡ mierzaln¡ i niech A ⊂
Rn+1 = {(x, y) : 0 ≤ y ≤ f(x)} b¦dzie zbiorem punktów le»¡cych pod wykresem
f . Wtedy

Mn+1(A) =

∫
f.

Dowód. Stosujemy Lemat 6.11 do funkcji g(x, y) = 1A. Dla ustalonego x
mamy g(x, y) = 1[0,f(x)](y) czyli

φ(x) =

∫
g(x, y)dy =

∫
1[0,f(x)](y)dy = f(x)

i

Mn+1(A) =

∫
1A =

∫
φ(x) =

∫
f(x).

�

6.2 Caªka z funkcji dowolnego znaku

Teraz rozwa»my dowoln¡ funkcj¦ mierzaln¡ f : X 7→ [−∞,∞]. Niech f+(x) =
max(f(x), 0) i f−(x) = min(f(x), 0). Mamy f(x) = f=(x) + f−(x). Powiemy »e
f ma caªk¦ je±li co najmniej jedna z

∫
f+ i

∫
−f− jest sko«czona. Zarówna f+

jak i −f− s¡ nieujemne, wi¦c dla nich caªka jest zde�niowana. Je±li f ma caªk¦
to piszemy ∫

f =

∫
f+ −

∫
−f−.

Powiemy »e f jest caªkowalna je±li
∫
f+ i

∫
−f− obie s¡ sko«czone.

Lemat 6.13 Funkcja mierzalna f : X 7→ [−∞,∞] jest caªkowalna wtedy i tylko
wtedy gdy

∫
|f | <∞.

Dowód:
∫
|f | =

∫
f+ +

∫
−f−. �

Lemat 6.14 Je±li f i g s¡ caªkowalne, za± a, b ∈ R to af + bg jest caªkowalna.
Je±li o f zakªadamy tylko »e ma caªk¦ to af + bg ma caªk¦. Ponato∫

(af + bg) = a

∫
f + b

∫
g.
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Dowód: Bez utraty ogólno±ci mo»emy przyj¡c »e a, b > 0. Dalej, |af + bg| ≤
a|f |+ b|g|, wi¦c ∫

|af + bg| ≤ a
∫
|f |+ b

∫
|g| <∞

czyli af + bg jest caªkowalna. Niech h = af + bg. Mamy h+ ≤ af+ + bg+, czyli
s = af++bg+−h+ ≥ 0. Podobnie af−+bg− ≤ h−, czyli t = h−−af−−bg− ≥ 0.
Na mocy Lematu 6.10 mamy

a

∫
f+ + b

∫
g+ =

∫
af+ + bg+ =

∫
h+ +

∫
s,

a

∫
−f− + b

∫
−g− =

∫
−(af− + bg−) =

∫
−h− +

∫
t.

Mamy te»

h = af + bg = af+ + af− + bg+ + bg− = (af+ + bg+) + (af− + bg−) =

= (h+ + s) + (h− − t) = (h+ + h−) + (s− t).
Jako »e h = h+ + h− oznacza to »e s− t = 0, czyli

∫
s =

∫
t. Teraz∫

h =

∫
h+ −

∫
−h− =

= (a

∫
f+ + b

∫
g+ −

∫
s)− (a

∫
−f− + b

∫
−g− −

∫
t) =

= a(

∫
f+ −

∫
−f−) + b(

∫
g+ −

∫
−g−) = a

∫
f + b

∫
g.

Argument w przypadku gdy o f zakªadamy tylko »e ma caªk¦ jest podobny. �

Lemat 6.15 (Fatou) Je±li fn s¡ funkcjami mierzalnymi i instnieje funkcja caª-
kowalna h taka »e fn ≥ h, to∫

lim inf fn ≤ lim inf

∫
fn

przy czym caªki wy»ej istniej¡.

Dowód: Zauwa»ny »e fn−h ≥ 0. A wi¦c zast¦puj¡c fn przez fn−h mo»emy
zakªada¢ »e fn ≥ 0. Daje to natychmiast tez¦ o istnieniu caªek. Nast¦pnie
bior¡c gj = infn≥j fn mamy ∫

gj ≤ inf
n≥j

∫
fn.

i
lim inf fn = sup

j
gj .

Na mocy Lematu 6.9 mamy∫
lim inf fn = sup

j

∫
gj ≤ sup

j
inf
n≥j

∫
fn = lim inf

∫
fn.

�
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Lemat 6.16 (Twierdzenie o zbie»no±ci ograniczonej) Je±li fn jest ci¡giem funk-
cji caªkowalnych zbie»nym w ka»dym punkcie za wyj¡tkiem by¢ mo»e zbioru
miary 0 i takim »e istnieje funkcja caªkowalna h »e |fh| ≤ h, to∫

lim fn = lim

∫
fn.

Dowód. Usuwaj¡c z X podzbiór miary 0 nie zmieni¦ caªek, wi¦c mog¦ za-
kªada¢ »e fn zbiegaj¡ w ka»dym punkcie. Stosuj¡c Lemat 6.15 do f otrzymuj¦∫

lim

∫
fn ≤ lim inf

∫
fn.

Dla −f Lemat 6.15 daje ∫
lim

∫
fn ≥ lim sup

∫
fn.

A wi¦c

lim sup

∫
fn ≤ lim inf

∫
fn

co oznacza »e mamy równo±¢ i istnieje granica caªek. Ponadto oznacza to »e w
obu nierówno±ciach wy»ej mamy równo±¢. �

Lemat 6.17 (Twierdzenie Fubiniego) Niech X = Rn × Rk = Rn+k. Niech
f(x, y) : X 7→ R b¦dzie funkcj¡ caªkowaln¡ i niech N b¦dzie zbiorem takich x
»e funkcja f(x, y) jest mierzalna jako funkcja zmiennej y. Wtedy Rn − N jest
zbiorem miary 0, funkcja φ(x) =

∫
y∈Rk f(x, y) jest mierzalna na N i∫

X

f =

∫
N

∫
f(x, y)dydx.

Dowód: Jest to bezpo±redni wniosek z Lematu 6.11.

6.3 Caªka na przestrzeni euklidesowej

Lemat 6.18 Je±li f jest mierzalna w pewnym otoczeniu x i lim supy→x+
f(y) =

a to lim suph→0+

1
h

∫
(x,x+h]

f ≤ a.

Dowód. Ustalmy ε > 0. Z de�nicji granicy górnej istnieje δ > 0 takie »e
f(y) ≤ a+ε dla y ∈ (x, x+δ). Poniewa» f jest ograniczona z góry na przedziale
(x, x+ δ), to caªka istnieje i dla h ≤ δ mamy∫

(x,x+h]

f ≤ h(a+ ε).

to oznacza »e

lim sup
h→0+

1

h

∫
(x,x+h]

f ≤ a+ ε.

Poniewa» ε jest dowolne daje to wynik. �
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Lemat 6.19 Je±li f jest funkcj¡ ci¡gª¡, F jest funkcj¡ pierwotn¡ dla f na
przedziale [a, b] to ∫

(a,b])

f = F (b)− F (a).

Dowód. Stosuj¡c dwa razy (do f i −f) Lemat 6.18 widzimy »e dla x ∈ (a, b)
mamy

lim
h→0+

1

h

∫
(x,x+h]

f = f(x).

Niech φ(x) =
∫

(a,x]
f . Wtedy

lim
h→0+

φ(x+ h)− φ(x)

h
= lim
h→0+

1

h

∫
(x,x+h]

f = f(x).

Podobnie wyliczamy granic¦ ilorazów ró»nicowych z h < 0 co pokazuje »e
φ′(x) = f(x). Oznacza to »e φ jest funkcj¡ pierwotn¡ dla f , czyli∫

(a,b])

f = φ(b)− φ(a) = F (b)− F (a).

�

6.4 Caªki z funkcji zespolonych

Je±li f : X 7→ C jest funkcj¡ mierzaln¡, to f = g + ih gdzie g, h : X 7→ R s¡
cz¦±ci¡ rzeczywist¡ i urojon¡ f . g i h s¡ mierzalne. Powiemy »e f jest caªkowalna
je±li g i h s¡ caªkowalne. Wtedy piszemy∫

f =

∫
g + i

∫
h

Lemat 6.20 Je±li c ∈ C i f jest caªkowalna to cf jest caªkowlna i∫
cf = c

∫
f

Dowód: Niech c = a+ ib z a, b ∈ R.

cf = (a+ ib)(g + ih) = (ag − bh) + i(bg + ah).

Je±li f jest caªkowalna to g i h s¡ caªkowlne, wiec z wªasno±ci caªek rzeczywistych
równie» ag − bh i bg + ah s¡ caªkowlne, wi¦c cf jest caªkowalna. Dalej∫

cf =

∫
(ag − bh) + i

∫
(bg + ah) = a

∫
g − b

∫
h+ ib

∫
g + ia

∫
h =

= (a+ ib)

∫
g + (ia− b)

∫
h = (a+ ib)

∫
g + (a+ ib)i

∫
h =

= (a+ ib)

(∫
g + i

∫
h

)
= c

∫
f.

�
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Lemat 6.21 f jest caªkowalna wtedy i tylko wtedy gdy∫
|f | <∞.

Ponadto

|
∫
f | ≤

∫
|f |

Dowód. Oczywi±cie |g| ≤ |f | i |h| ≤ |f |, wi¦c
∫
|f | <∞ implikuje caªkowal-

no±¢ g i h. Ponadto

|<
∫
f | = |

∫
g| ≤

∫
|g| ≤

∫
|f |.

Wybieram α tak by |α| = 1 i |
∫
f | = <(α

∫
f). Wtedy

|
∫
f | = |<(α

∫
f)| = |<(

∫
αf)| ≤

∫
|αf | =

∫
|f |.

Nast¦pnie, |f | ≤ |g|+ |h|, a wi¦c caªkowalno±¢ f implikuje
∫
|f | <∞. �

7 Miary na przestrzeniach topologicznych

Lemat 7.1 Niech f b¦dzie funkcj¡ rzeczywist¡ na X, za± µ∗ miar¡ zewn¦trzn¡
na podzbiorach X. Je±li dla dowolnych s, t, takich »e s < t i dla dowolnych
A,B ⊂ X takich »e A ⊂ {x : X : f(x) ≤ s}, B ⊂ {x : X : f(x) ≥ t} zachodzi
µ∗(A ∪B) = µ∗(A) + µ∗(B) to zbiory {x : X : f(x) ≤ s} s¡ µ∗-mierzalne.

Dowód. Niech E = {x : X : f(x) ≤ s}. Musimy pokaza¢ »e dla dowolnego
A ⊂ X mamy µ∗(A) = µ∗(A ∩ E) + µ∗(A − E). Ustalmy A. Podaddytywno±¢
miary zewn¦trznej daje nierówno±¢ µ∗(A) ≤ µ∗(A∩E)+µ∗(A−E) wi¦c musimy
pokaza¢ nierówno±¢ przeciwn¡: µ∗(A) ≥ µ∗(A∩E)+µ∗(A−E). Je±li µ∗(A) =∞
to ta nierówno±¢ jest speªniona, wi¦c w dalszym ci¡gu mo»emy zakªada¢ »e
µ∗(A) < ∞. Niech ci¡g tn b¦dzie malej¡cy i zbie»ny do s, np. tn = s + 1/n.
Niech B0 = A ∩ {x : f(x) ≥ t1}, Bn = A ∩ {x : tn+1 ≤ f(x) < tn} dla n > 0.

Mamy B2n ⊂ {x : f(x) ≤ t2n}, za± µ∗(
⋃n−1
i=0 B2i) ⊂ {x : f(x) ≥ t2n−1}, a wi¦c

z zaªo»enia

µ∗(

n⋃
i=0

B2i) = µ∗(B2n ∪
n−1⋃
i=0

B2i) = µ∗(B2n) + µ∗(

n−1⋃
i=0

B2i)

i indukcyjnie

µ∗(

n⋃
i=0

B2i) =

n∑
i=0

µ∗(B2i).

Jako »e
⋃n
i=0B2i ⊂ A to

n∑
i=0

µ∗(B2i) ≤ µ∗(A) <∞
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a wi¦c szereg
∑∞
i=0 µ

∗(B2i) maj¡c wspólnie ograniczone sumy cz¦sciowe jest
zbie»ny. Podobnie szereg

∑∞
i=0 µ

∗(B2n+1) jest zbie»ny, czyli szereg
∑∞
i=0 µ

∗(Bi)
jest zbie»ny. Niech ε > 0. Wybieramy m tak »e

∑∞
n=m µ

∗(Bi) < ε. Niech
C = A ∩ {x : f(x) ≥ tm}. Z zaªo»enia

µ∗(A ∩ E ∪ C) = µ∗(A ∩ E) + µ∗(C).

Lecz A− E ⊂ C ∪
⋃∞
i=mBi. A wi¦c

µ∗(A− E) ≤ µ∗(C) +

∞∑
i=m

µ∗(Bi) ≤ µ∗(C) + ε.

Razem

µ∗(A∩E)+µ∗(A−E) ≤ µ∗(A∩E)+µ∗(C)+ε = µ∗(A∩E∪C)+ε ≤ µ∗(A)+ε.

Jako »e ε byª dowolny mamy

µ∗(A ∩ E) + µ∗(A− E) ≤ µ∗(A).

�

No±nik supp(f) de�niujemy jako domkni¦cie {x : f(x) 6= 0}. Przez Cc(X)
oznaczmy przestrze« funkcji ci¡gªych o no±niku zwartym na przestrzeni topolo-
gicznej X.

Lemat 7.2 Niech X b¦dzie przestrzeni¡ lokalnie zwart¡, Ui ⊂ X, i = 1, 2 b¦d¡
otwarte, K ⊂ U1 ∪ U2 zwarty. Wtedy istniej¡ funkcje ci¡gªe h1 i h2 takie »e
supp(hi) ⊂ Ui, 0 ≤ hi(x) ≤ 1 i h1(x) + h2(x) = 1 dla x ∈ K.

Dowód: Przyjmiemy za znane »e je±li x ∈ X, U jest otoczeniem x to istnieje
funkcja f taka »e 0 ≤ f(y) ≤ 1, f(x) = 1, supp(f) ⊂ U . Dla ka»dego x ∈ K
wybieramy otocznie Wx tak by Wx ⊂ Ui dla pewnego i (wystarczy wybra¢ U1

je±li x ∈ U1 za± U2 w pozostaªych przypadkach). Nast¦pnie wybieramy fx tak
by 0 ≤ fx(y) ≤ 1, fx(x) = 1, supp(f) ⊂ Ux i bierzemy Vx = {y : fx(y) > 0}. Vx
s¡ pokryciemK, wi¦c mo»na z nich wybra¢ podpokrycie sko«czone Vx1 , . . . , Vxn .
Niech I = {i : supp(fxi) ⊂ U1} i niech w1 =

∑
i∈I fxi , w2 =

∑
i/∈I fxi

, w =
w1 + w2.

{y : w(y) > 0} =
⋃
i

Vxi ⊃ K

a wi¦c t = infy∈K w(y) > 0. Teraz bierzemy u = max(w, t), h1 = w1/u, h2/u.
Na K mamy u = w = w1 + w2 czyli h1(x) + h2(x) = (w1(x) + w2(x))/w(x) =
w(x)/w(x) = 1. Oczywi±cie supp(hi) = supp(wi), za±

supp(w1) =
⋃
i∈I

supp(fxi
)

jako »e dla i ∈ I mamy supp(fxi
) ⊂ U1 to supp(w1) ⊂ U1. Podobnie dla w2. �
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Lemat 7.3 Niech X b¦dzie przestrzeni¡ zwart¡ a φ funkcjonaªem liniowym do-
datnim na C(X). Wtedy istnieje dokªadnie jedna miara µ na podzbiorach bore-
lowskich X taka »e

φ(f) =

∫
fdµ

dla f ∈ C(X) i dla dowolnego borelowskiego A ⊂ X mamy

µ(A) = sup
K⊂A

µ(K)

gdzie K przebiega zwarte podzbiory A.

Dowód: Najpierw zauwa»my »e je±li taka miara istnieje to jest jedyna. Mia-
nowicie, je±liK jest zwarty, U otwarty za± f ∈ C(X) taka »e 0 ≤ f ≤ 1, f(x) = 1
dla x ∈ K, supp(f) ⊂ U to

µ(K) ≤
∫
fdµ ≤ µ(U)

Dla dowolnego zwartego K ⊂ U taka funkcja istnieje na mocy Lematu 7.2. Na
mocy warunku

µ(U) = sup
K⊂U

µ(K)

mamy wi¦c
µ(U) = sup

f
φ(f)

gdzie f ∈ C(X) przebiega f takie »e 0 ≤ f ≤ 1 i supp(f) ⊂ U . Oznacza
to »e dla zbiorów otwartych miara µ jest zde�niowana jednoznacznie. Lecz
µ(X) = φ(1) <∞ i dla zwartych K mamy µ(K) = µ(X −K). Jako »e X −K
jest otwarty µ jest jednoznacznie zde�niowane dla zbiorów zwartych. A wi¦c na
mocy warunku

µ(A) = sup
K⊂A

µ(K)

µ jest te» jednoznacznie zde�niowana dla zbiorów borelowskich.
Aby pokaza¢ istnienie µ na podzbiorach X zde�niujemy miar¦ zewn¦trzn¡

µ∗. Je±li U jest zbiorem otwartym to wy»ej pokazali±my »e jest tylko jeden
sposób zde�niowania µ, wi¦c u»ywamy ten wzór dla µ∗(U):

µ∗(U) = sup
f
φ(f)

gdzie f ∈ C(X) jest takie »e 0 ≤ f(x) ≤ 1 i supp(f) ⊂ U .
Je±li A jest dowolnym podzbiorem X to de�nujemy

µ∗(A) = inf
U
µ∗(U)

gdzie U przebiega zbiory otwarte zawieraj¡ce A.
Oczywi±cie je±li U1 ⊂ U2 s¡ zbiorami otwartymi to na mocy pierwszego

okre±lenia µ∗(U1) ≤ µ∗(U2), a wi¦c drugie okre±lenie daje ten sam wynik co
pierwsze, czyli µ∗ jest dobrze zde�niowana i speªnia µ∗(A1) ≤ µ∗(A2) dla A1 ⊂
A2. Zauwa»my »e µ∗(X) = φ(1) <∞, wi¦c dla dowolnego A mamy µ∗(A) <∞.

Poka»emy »e µ∗ jest miar¡ zewn¦trzn¡. Niech U1 i U2 b¦d¡ zbiorami otwar-
tymi a f ∈ C(X) funkcj¡ tak¡ »e 0 ≤ f(x) ≤ 1, supp(f) ⊂ U1 ∪ U2. Niech K =
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supp(f). Wybieramy h1 i h2 jak w Lemacie 7.2 i bierzemy f1 = h1f , f2 = h2f .
Teraz 0 ≤ fi ≤ 1, suppfi ⊂ Ui wi¦c z de�nicji µ∗ mamy φ(fi) ≤ µ∗(Ui). A wi¦c

φ(f) = φ(f1) + φ(f2) ≤ µ∗(U1) + µ∗(U2).

Bior¡c supremum po f mamy wi¦c

µ∗(U1 ∪ U2) ≤ µ∗(U1) + µ∗(U2).

Inducyjnie, je±li U1, . . . Un s¡ otwarte to

µ∗(

n⋃
i=1

Ui) ≤
n∑
i=1

µ∗(Ui).

Niech teraz U1, U2, . . . b¦dzie niesko«czonym ci¡giem zbiorów otwartych, U =⋃∞
i=1 Ui, za± f ∈ Cc(X) jest takie »e 0 ≤ f ≤ 1, K = supp(f) ⊂ U . Jako »e K

jest zwarty za± Ui tworz¡ pokrycie K to istnieje n taki »e K ⊂
⋃n
i=1 Ui. A wi¦c

φ(f) ≤ µ∗(
n⋃
i=1

Ui) ≤
∞∑
i=1

µ∗(Ui).

Przechodz¡c do supremum dostaniemy

µ∗(U) ≤
∞∑
i=1

µ∗(Ui).

Dalej, niech Ai ⊂ X bed¡ dowolne i niech A =
⋃∞
i=1Ai. Je±li

∑∞
i=1 µ

∗(Ai) =∞
nierówno±¢

µ∗(A) ≤
∞∑
i=1

µ∗(Ai)

jest oczywista. W przeciwnym niech ε > 0. Dla ka»dego Ai wybieramy Ui takie
»e Ai ⊂ Ui i µ∗(Ui) ≤ µ∗(Ai) + 2−iε. Niech U =

⋃∞
i=1 Ui. Na mocy poprzedniej

nierówno±ci mamy

µ∗(U) ≤
∞∑
i=1

µ∗(Ui) ≤
∞∑
i=1

(µ∗(Ai) + 2−iε) = ε+

∞∑
i=1

µ∗(Ai)

a wi¦c

µ∗(A) ≤ ε+

∞∑
i=1

µ∗(Ai).

Jako »e ε > 0 jest dowolne to

µ∗(A) ≤
∞∑
i=1

µ∗(Ai)

czyli µ∗ faktycznie jest miar¡ zewn¦trzn¡.
Poka»emy teraz »e je±li f jest ci¡gª¡ funkcj¡ rzeczywist¡ na X to zbiory

postaci {x : f(x) ≤ s} s¡ mierzalne. Mianowicie, niech s < t, A1 ⊂ {x : f(x) ≤
s}, A2 ⊂ {x : f(x) ≥ t}. Niech r = (t + s)/2. Je±li U jest otwarty taki »e
A1 ∪ A2 ⊂ U to bierzemy U1 = U ∩ {x : f(x) < r}, U2 = U ∩ {x : f(x) > r}.
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Wtedy Ui s¡ otwarte i Ai ⊂ Ui. Niech ε > 0 b¦dzie dowolne. Mamy µ∗(Ui) ≥
µ∗(Ai). Z de�nicji µ∗(Ui) istniej¡ fi ∈ C(X) takie »e 0 ≤ fi ≤ 1, supp(fi) ⊂ Ui
i φ(fi) ≥ µ∗(Ui)− ε ≥ µ∗(Ai)− ε. Niech f = f1 +f2. Jako »e Ui s¡ rozª¡czne to
supp(fi) s¡ rozª¡czne i 0 ≤ f ≤ 1. Równie» supp(f) = supp(f1)∪supp(f2) ⊂ U .
Dalej

φ(f) = φ(f1) + φ(f2) ≥ µ∗(A1) + µ∗(A2)− 2ε.

A wi¦c µ∗(U) ≥ µ∗(A1) + µ∗(A2)− 2ε. Jako »e ε byªo dowolne to

µ∗(U) ≥ µ∗(A1) + µ∗(A2).

Jako »e U jest dowolnym zbiorem otwartym zawieraj¡cym A1 ∪A2 to

µ∗(A1 ∪A2) ≥ µ∗(A1) + µ∗(A2).

Nierówno±¢ przeciwna zachodzi bo µ∗ jest miar¡ zewn¦trzn¡, czyli

µ∗(A1 ∪A2) = µ∗(A1) + µ∗(A2).

Jako »e A1 byª dowolnym podzbiorem {x : f(x) ≤ s} a A2 byª dowolnym
podzbiorem {x : f(x) ≥ t} to zaªo»enia Lematu 7.1 s¡ speªnione i wnioskujemy
st¡d »e faktycznie zbiory postaci {x : f(x) ≤ t} dla ci¡gªych f s¡ mierzalne.
Jako dopeªnienie zbiory otwarte postaci Uf = {x : f(x) > 0} s¡ mierzalne dla
f ∈ C(X). Dowolny zbiór otwarty W jest sum¡ zbiorów postaci Uf . Niech
teraz otwarty W b¦dzie sum¡ (by¢ mo»e nieprzeliczaln¡) mierzalnych zbiorów
otwartych Wα. Niech fj ∈ Cc(X) b¦dz¡ takie »e 0 ≤ fj ≤ 1, supp(fj) ⊂W i

φ(fj) ≥ µ∗(W )− 2−j

Jako »e supp(fj) jest zwarty to istnieje sko«czony podzbiór Ij zbioru indeksów
taki »e

supp(fj) ⊂
⋃
α∈Ij

Wα.

Niech J =
⋃∞
j=1 Ij . Wtedy J jest przeliczalny i bior¡c G =

⋃
α∈JWα mamy

µ∗(W ∩G) ≥ φ(fj) ≥ µ∗(W )− 2−j .

Jako »e zachodzi to dla dowolnego j to

µ∗(W ∩G) ≥ µ∗(W ).

Lecz
µ∗(W ∩G) ≤ µ∗(W )

czyli
µ∗(W ∩G) = µ∗(W ).

G jest przeliczaln¡ sum¡ zbiorów mierzalnych, wi¦c jest mierzalny. Z warunku
mierzalno±ci mamy

µ∗(W ) = µ∗(W ∩G) + µ∗(W −G)

czyli
µ∗(W −G) = 0.
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Teraz, je±li B jest dowolnym zbiorem to µ∗(B ∩ (W −G)) = 0 i

µ∗(B ∩G) ≤ µ∗(B ∩W ) ≤ µ∗(B ∩G) + µ∗(B ∩ (W −G)) = µ∗(B ∩G)

czyli
µ∗(B ∩G) = µ∗(B ∩W ).

Na mocy mierzalno±ci G

µ∗(B) = µ∗(B −G) + µ∗(B ∩G).

Z równo±ci wy»ej

µ∗(B) = µ∗(B −G) + µ∗(B ∩W ) ≥ µ∗(B −W ) + µ∗(B ∩W )

Z podaddytywno±ci dostajemy nierówno±¢ przeciwn¡, czyli

µ∗(B) = µ∗(B −W ) + µ∗(B ∩W ).

Jako »e B byª dowolny oznacza to »e W jest mierzalny. Skoro pokazali±my »e
otwarte podzbiory X s¡ µ∗ mierzalne to równie» podzbiory borelowskie X s¡
µ∗ mierzalne. A wi¦c obciecie µ miary zewn¦trznej µ∗ do zbiorów borelowskich
jest miar¡. Trzeba spradzi¢ »e µ speªnia wymagania.

Z de�nicji dla dowolnych B ∈ X mamy

µ∗(B) = inf
U
µ∗(U)

gdzie U przebiega zbiory otwarte. Lecz µ(X) <∞ wi¦c dla borelowsko mierzal-
nych A bior¡c B = X −A mamy

µ(A) = µ(X)− µ(B) = µ(X)− sup
U
µ(U) = inf

U
(µ(X)− µ(U)) = inf

U
µ(X − U)

gdzie U przebiega zbiory otwarte zawieraj¡ceB = X−A. Lecz wtedyK = X−U
przebiega zbiory domnkni¦te, a wi¦c zwarte takie »e K ⊂ A. Czyli

µ(A) = inf
K⊂A

µ(K)

gdzie K przebiega zbiory zwarte.
Pozostaje pokaza¢ »e dla ci¡gªych f mamy

φ(f) =

∫
fdµ.

Ustalmy f ∈ C(X) tak¡ »e 0 ≤ f(x) ≤ 1. Niech ε > 0, n > 0 b¦dzie caªkowite
i niech Ui = {x : f(x) > i/n}. Niech fi ∈ C(X) b¦d¡ takie »e 0 ≤ fi ≤ 1,
supp(fi) ⊂ Ui i φ(fi) ≥ µ(Ui)− ε. Wtedy je±li i/n < f(x) ≤ (i+ 1)/n to x ∈ Uj
dla j = 1, . . . , i czyli

∑
1Ui = i, czyli

1

n

∑
1Ui

(x) < f(x) ≤ 1

n
(1 +

∑
1Ui

(x)

A wi¦c ∫
fdµ ≤

∫
1

n
(1 +

∑
1Ui

(x) =
1

n
(µ(X) +

n∑
i=1

µ(Ui)).
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Z de�nicji fi mamy

f >
1

n

∑
1Ui(x) ≥ 1

n

∑
fi

czyli

φ(f) ≥ 1

n

n∑
i=1

φ(fi) ≥
1

n

n∑
i=1

(µ(Ui)− ε) = −ε+
1

n

n∑
i=1

µ(Ui)

Razem

φ(f) ≥
∫
fdµ− 1

n
µ(X)− ε.

Jako »e n > 0 i ε byªy dowolne to

φ(f) ≥
∫
fdµ.

Lecz µ(X) = φ(1), czyli
∫

1dµ = φ(1). Stosuj¡c teraz poprzedni¡ nierówno±¢
do 1− f mam∫
fdµ =

∫
1dµ−

∫
(1− f)dµ = φ(1)−

∫
(1− f)dµ ≥ φ(1)− φ(1− f) = φ(f)

czyli φ(f) ≤
∫
fdµ co oznacza »e

φ(f) =

∫
fdµ

dla 0 ≤ f ≤ 1. Obie strony s¡ liniowe wi¦c mno»¡c przez liczb¦ mog¦ zast¡pi¢
warunek 0 ≤ f ≤ 1 przez 0 ≤ f ≤M dla dowolnego M . Dodaj¡c wielokrotno±¢
staªej mog¦ zast¡pi¢ warunek 0 ≤ f ≤ M przez N ≤ f ≤ M dla dowolnych
N,M . Lecz X jest zwarta wi¦c ci¡gªa f jest ograniczona, czyli dla dowolnego
f znajd¦ N,M takie »e warunek jest speªniony. Czyli

φ(f) =

∫
fdµ

dla dowolnego f ∈ C(X). �

Dla przestrzeni lokalnie zwarych sytuacja jest bardziej skomplikowana. Mia-
nowicie w niektórych przypadkach warunki

µ(A) = inf
U :A⊂U

µ(U)

gdzie U przebiega zbiory otwarte i

µ(A) = sup
K⊂A

µ(K)

gdzieK przebiega zwarte wykluczaj¡ si¦ wzajemnie. Mianowicie, niechX b¦dzie
nieprzeliczaln¡ sum¡ kopii odcinka [0, 1]. Funkcja o no±niku zwartym jest ró»na
od 0 tylko na sko«czenie wielu odcinkach. Funkcjonal φ de�niujemy jako caªk¦
wzgledem miary Lebesque'a. Caªkujemy tylko po tych odcinkach na których f
nie jest to»samo±ciowo zerem i dodajemy wyniki. Zauwa»my »e zbiór otwarty U
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który przecina nieprzeliczalnie wiele odcinków jest miary niesko«czonej, mianicie
istnieje ε > 0 taki »e jest nieprzeliczalnie wiele odcinków I takich »e µ(U ∩ I) >
ε. Rozwa»my teraz zbiór Z który ma z ka»dym odcinkiem tylko jeden punkt
wspólny. Z jest domkni¦ty a wi¦c borelowski. Dowolny podzbiór zwarty Z jest
sko«czony, wi¦c

sup
K⊂Z

µ(K) = 0

gdzie K przebiega zbiory zwarte. Je±li U jest zbiorem otwartym zawieraj¡cym
Z to U ma niepusty przekrój z dowolnym odcinkiem i jak zauwa»yli±my jest
miary niesko«czonej. Czyli

inf
U :Z⊂U

µ(U) =∞

gdzie U przebiega zbiory otwarte. A wi¦c jeden warunek mówi »e Z ma by¢
miary 0, drugi »e miary niesko«czonej. Z punktu widzenia teorii caªkowania
bardziej naturalne jest przyj¦cie »e Z jest miary 0, co robimy ni»ej.

Lemat 7.4 Niech X b¦dzie przestrzeni¡ lokalnie zwart¡ a φ funkcjonaªem li-
niowym dodatnim na Cc(X). Wtedy istnieje dokªadnie jedna miara µ na pod-
zbiorach borelowskich X taka »e

φ(f) =

∫
fdµ

dla f ∈ Cc(X) i dla dowolnego borelowskiego A ⊂ X mamy

µ(A) = sup
K⊂A

µ(K)

gdzie K przebiega zwarte podzbiory A.

Dowód: Identycznie jak w Lemacie 7.3 pokazujemy »e µ jest jednozancznie
zde�niowana na zbiorach otwartych. Lecz je±li K jest zbiorem zwartym, to
bior¡c f ∈ Cc(X) tak¡ »e f(x) = 1 dla x ∈ K i U = {x : f(x) > 1/2} mamy
µ(U) <∞. Niech V = U −K. Wtedy µ(K) = µ(U)− µ(V ) jest jednoznacznie
zde�niowana. A wi¦c na mocy warunku

µ(A) = sup
K⊂A

µ(K)

µ jest te» jednoznacznie zde�niowana dla zbiorów borelowskich.
Dla dowodu istnienia najpierw zdefniujemy µ na zbiorach otwartych U o

domkni¦ciu zwartym. Mianowicie, je±li K = Ū jest zwarty to jak wy»ej bior¡c
h ∈ Cc(X) takie »e 0 ≤ H ≤ 1, h(x) = 1 dla x ∈ K de�nujemy funkcjo-
naª dodatni ψh na C(supp(h)) wzorem ψh(f) = φ(hf). Stosuj¡c Lemat 7.3
do ψh otrzymujemy miar¦ νh na supp(h). Ograniczaj¡c νh do podzbiorów U
otrzymujemy miar¦ µU speªniaj¡c¡ warunki twierdzenia dla f ∈ Cc(U). Z jed-
noznaczno±ci wynika »e je±li U ⊂ V i V ma domkni¦cie zwarte to µV obciete
do podbiorów U jest równe µU . To jednoznacznie de�niuje µ dla wszystkich
zbiorów borelowskich o domkni¦ciu zwartym (ze wzgl¦du na lokaln¡ zwarto±¢
przestrzeni taki zbiór jest zawarty w zbiorze otwartym o domkni¦ciu zwartym),
przy tym speªniony jest warunek

φ(f) =

∫
fdµ
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dla f ∈ Cc(X).
Teraz de�niujemy µ dla dowolnych borelowskich A wzorem

µ(A) = sup
U
µ(A ∩ U)

gdzie U przebiega zbiory otwarte o domkni¦ciu zwartym. Je±li A jest zawarty
w pewnym otwartym U o domkni¦ciu zwartym to nowa de�nicja zgadza si¦ ze
star¡ a wi¦c µ jest dobrze zde�niowana dla zbiorów borelowskich. Na mocy
Lematu 7.3 dla miar νh

νh(A) = sup
K⊂A

νh(K)

gdzie K przbiega zbiory zwarte. Jako »e miara µU zgadza si¦ z odpowiednim
νh na podzbiorach U dla otwartch U o domkni¦ciu zwartym i borelowskich A
mamy

µ(A ∩ U) = sup
K⊂A∩U

µ(K)

czyli
µ(A ∩ U) ≤ sup

K⊂A
µ(K)

co razem z de�nicj¡ µ daje

µ(A) ≤ sup
K⊂A

µ(K)

lecz skoro K ⊂ A to µ(K) ≤ µ(A) i w supremum jest jest równo±¢.
Pozostaje poka¢ »e µ jest miar¡, tzn. µ(

⋃
Ai) =

∑
i µ(Ai) dla rozª¡cznych

borelowskich Ai. Przy ustalonym U o domkni¦ciu zwartym µ jest miar¡ na
podzbiorach U wi¦c

µ(U ∩
⋃
Ai) =

∑
i

µ(U ∩Ai) ≤
∑
i

µ(Ai).

Przechodz¡c do supremum mamy

µ(
⋃
Ai) ≤

∑
i

µ(Ai).

A wi¦c wystarczy pokaza¢ nierówno±¢ przeciwn¡. Jest ona oczywista je±li które±
µ(Ai) jest niesko«czone (wtedy∞ = µ(Ai) ≤ µ(

⋃
Ai)), wi¦c mo»na zakªada¢ »e

wszystkie µ(Ai) s¡ sko«czone. Dla dwu zbiorów A1 i A2 niech ε > 0. Wybieramy
Ui o domkni¦ciu zwartym tak by

µ(Ui ∩Ai) ≥ µ(Ai)− ε.

Wtedy U = U1 ∪ U2 ma domkni¦cie zwarte, wi¦c stosuj¡c addytywno±¢ µ dla
podzbiorów U mamy

µ(U ∩ (A1 ∪A2)) = µ(U ∩A1) + µ(U ∩A2) ≥ µ(U1 ∩A1) + µ(U2 ∩A2)

≥ µ(A1)− ε+ µ(A2)− ε = µ(A1) + µ(A2)− 2ε

A wi¦c
µ(A1 ∪A2) ≥ µ(A1) + µ(A2)− 2ε.
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Jako »e ε byª dowolny to

µ(A1 ∪A2) ≥ µ(A1) + µ(A2).

Indukcyjnie

µ(

n⋃
i=1

Ai) ≥
n∑
i=1

µ(Ai)

dla dowolnego n a wi¦c

µ(

∞⋃
i=1

Ai) ≥
n∑
i=1

µ(Ai)

dla dowolnego n. Przechodz¡c z n do granicy mamy

µ(

∞⋃
i=1

Ai) ≥
∞∑
i=1

µ(Ai)

co razem z pokazan¡ wcze±niej nierówno±ci¡ przeciwn¡ daje przeliczaln¡ addy-
tywno±¢ µ i ko«czy dowód. �

8 Przestrzenie Lp

W dalszym ci¡gu X b¦dzie ustalon¡ przestrzeni¡ z miar¡.
W rozwa»aniach dotycz¡cych caªki wygodnie jest traktowa¢ funkcje jako

jeden obiekt abstrachuj¡c od ich warto±ci w punktach. Poniewa» b¦dziemy
rutynowo pomija¢ zbiory miary zero wprodzamy specjan¡ notacj¦. Mówimy »e
f i g s¡ rówme prawie wsz¦dzie gdy ró»ni¡ si¦ co najwy»ej na zbiorze miary
zero. Zamiast pisa¢ sªowami prawie wsz¦dzie b¦dziemy u»ywa¢ skrót p.w.

Dwie funkcje mierzalne traktujemy jako równowa»ne wtedy i tylko wtedy gdy
s¡ równe p.w., tzn. ró»ni¡ si¦ co najwy»ej na zbiorze miary zero. Dodatkowo,
nie musimy wymaga¢ by funkcje byªy zde�niowane wsz¦dzie, wystarczy gdy s¡
zde�niowane p.w., czyli poza zbiorem miary zero.

De�nicja: Rzeczywista przestrze« M funkcji mierzalnych to zbiór klas abs-
trakcji funkcji X 7→ R wzgl¦dem relacji równo±ci p.w. Przestrze« M jest prze-
strzeni¡ wektorow¡ nad R z dziaªaniami

c[f ] = [cf ],

[f ] + [g] = [f + g]

Na M mo»na równie» zde�niowa¢ mno»enie [f ][g] = [fg].
Uwaga: w dalszym ci¡gu zwykle b¦dziemy post¦powa¢ tak jakby elementy

M byªy funkcjami.
Zast¦puj¡c w powy»szej de�nicji funkcje o warto±ciach rzeczywistych przez

funkcje o warto±ciach zespolonych otrzymamy de�ncj¦ zespolonej przestrzeni
funkcji mierzalnych.

De�nicja: Niech p ∈ [1,∞). Przestrze« Lp to podprzestrze« przestrzeni
funkcji mierzalnych skªadaj¡ca si¦ z takich f »e

∫
|f |p. Na Lp de�niujemy

norm¦ wzorem

‖f‖Lp =

(∫
|f |p

) 1
p

47



De�nicja: Przestrze« L∞ to podprzestrze« przestrzeni funkcji mierzalnych
skªadaj¡ca si¦ z takich f »e istnieje t ∈ R takie »e |f |(x) < t p.w., przy tym
‖f‖L∞ to najmniejsze takie t.

Lemat 8.1 Niech c b¦dzie staª¡, za± f, g ∈ Lp. Wtedy

‖cf‖Lp = |c|‖f‖Lp ,

‖f + g‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖g‖Lp

Dowód: Dla L∞ mamy |f |(x) ≤ ‖f‖L∞ dla p.w. x, |g|(x) ≤ ‖g‖L∞ dla p.w.
x, wi¦c |f+g|(x) ≤ ‖f‖L∞+‖g‖L∞ dla p.w. x, czyli ‖f+g‖L∞ ≤ ‖f‖L∞+‖g‖L∞ .
Podobnie |cf |(x) ≤ |c|‖f‖L∞ dla p.w. x, czyli ‖cf‖L∞ ≤ |c|‖f‖L∞ . Pozostaje
pokaza¢ nierówno±ci dla p ∈ [1,∞). Mamy

‖cf‖Lp =

(∫
|cf |p

) 1
p

=

(
|c|p

∫
|f |p

) 1
p

= |c|
(∫
|f |p

) 1
p

= |c|‖f‖Lp

a wi¦c równo±¢ wy»ej jest jasna. Je±li ‖f‖Lp + ‖g‖Lp = 0 to zarówno f jak i
g s¡ równe 0 p.w., co oznacza »e równie» f + g = 0 p.w. co z kolei oznacza
»e ‖f + g‖Lp = 0, i nierówno±¢ wy»ej jest oczywista. A wi¦c mo»emy zakªada¢
»e ‖f‖Lp + ‖g‖Lp > 0. x 7→ |x|p jest funkcj¡ wypukª¡ dla p ∈ [1,∞), wi¦c
|αf + βg|p ≤ α|f |p + β|g|p dla α i β takich »e α, β ≥ 0, α+ β = 1. A wi¦c

‖αf + βg‖pLp =

∫
|αf + βg|p ≤ α

∫
|f |p + β

∫
|g|p = α‖f‖pLp + β‖g‖pLp .

Bior¡c α = ‖f‖Lp

‖f‖Lp+‖g‖Lp
, β = ‖g‖Lp

‖f‖Lp+‖g‖Lp
mam

‖f + g‖pLp = ‖αf
α

+ β
g

β
‖pLp ≤ α‖

f

α
‖pLp + β‖ g

β
‖pLp =

=
α

αp
‖f‖pLp +

β

βp
‖g‖pLp = (‖f‖Lp + ‖g‖Lp)p

a wiec
‖f + g‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖g‖Lp .

�

Lemat 8.2 (Nierówno±¢ Höldera) Je±li f ∈ Lp i g ∈ Lq, 1
p + 1

q = 1 to fg jest
caªkowalna i

|
∫
fg| ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq .

Dowód: Je±li q =∞ to p = 1 i mamy

|
∫
fg| ≤

∫
|fg| ≤

∫
‖g‖L∞ |f | = ‖f‖L1‖g‖L∞ .

Podobnie wynik zachodzi gdy p = ∞ i q = 1. A wi¦c dalej mo»na zakªada¢
»e p ∈ (1,∞). Je±li ‖f‖Lp = 0, to f = 0 p.w., wiec fg = 0 p.w., wi¦c fg
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jest caªkowlana i zachodzi nierówno±¢ wy»ej. Podobnie wynik jest jasny gdy
‖g‖Lp = 0. A wi¦c je±li trzeba mno»¡c f przez 1

‖f‖Lp
i g przez 1

‖g‖Lp
mog¦

zakªada¢ »e ‖f‖Lp = ‖g‖Lq = 1. Z uogólnionej nierówno±ci mi¦dzy ±redni¡
arytmetyczn¡ i geometryczn¡ mamy

|fg| ≤ 1

p
|f |p +

1

q
|g|p

wi¦c

|
∫
fg| ≤

∫
|fg| ≤ 1

p

∫
|f |p +

1

q

∫
g|p =

1

p
‖f‖pLp +

1

q
‖g‖pLp = 1 = ‖f‖Lp‖g‖Lp

�

Lemat 8.3 Je±li fn ∈ Lp i
∑∞
n=1 ‖fn‖Lp < ∞ to szereg

∑∞
n=1 fn(x) jest

zbie»ny p.w. i istnieje f ∈ Lp takie »e

‖f −
k∑

n=1

fn‖Lp → 0

dla k →∞.

Dowód: Je±li p = 1 to ‖fn‖L1 =
∫
|fn|, wi¦c∫ ∞∑

n=1

|fn| =
∞∑
n=1

∫
|fn| =

∞∑
n=1

‖fn‖L1 <∞

co oznacza »e szereg
∑∞
n=1 |fn|(x) jest zbie»ny p.w,. co oznacza »e szereg∑∞

n=1 fn(x) jest zbie»ny p.w. Je±li A ⊂ X jest zbiorem sko«czonej miary to
wybieraj¡c q tak by 1

p + 1
q = 1 na mocy Lematu 8.2

∫
A

|f | =
∫
|f |1A ≤ ‖f‖Lp‖1A‖Lq = ‖f‖Lp

(∫
1A

) 1
q

= ‖f‖Lpµ(A)
1
q

czyli
∫
A
|f | ≤ C‖f‖Lp z C = µ(A)

1
q co oznacza »e szereg

∞∑
n=1

∫
A

|f |

jest zbie»ny, czyli jak poprzednio szereg
∑∞
n=1 fn(x) jest zbie»ny p.w. na A.

Niech An = {x : |f(x)| > 0} i Bn,j = {x : |f(x)| > 1
j }. Wtedy An =

⋃∞
j=1Bn,j .

Bn,j jest zbiorem o mierze sko«czonej bo

1

jp
µ(Bn,j) =

∫
Bn,j

(
1

j
)p ≤

∫
Bn,j

|fn|p ≤ ‖f‖pLp <∞

a wi¦c Y =
⋃∞
n=1An jest przeliczaln¡ sum¡ zbiorów o mierze sko«czonej. Po-

niewa» na zbiorze o mierze sko«czonej
∑∞
n=1 fn(x) jest p.w. zbie»ny, to jest on
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równie» zbie»ny p.w. na Y . Dla x /∈ Y mamy fn(x) = 0 dla ka»dego n, czyli
szereg

∑∞
n=1 fn(x) skªada si¦ z samych zer, a wi¦c jest zbie»ny. �¡cznie oznacza

to »e szereg
∑∞
n=1 fn(x) jest zbie»ny p.w, na X. Niech f =

∑∞
n=1 fn(x) Na

mocy Lematu 6.15 i 8.1∫
|f |p =

∫
lim inf

k
|
k∑

n=1

fn|p ≤ lim inf
k

∫
|
k∑

n=1

fn|p =

= lim inf
k
‖

k∑
n=1

fn‖pLp ≤ lim inf
k

(

k∑
n=1

‖fn‖Lp)p = (

∞∑
n=1

‖fn‖Lp)p

a wi¦c

‖f‖Lp ≤
∞∑
n=1

‖fn‖Lp

Podobnie

‖f −
k∑

n=1

fn‖Lp ≤
∞∑

n=k+1

‖fn‖Lp

czyli

‖f −
k∑

n=1

fn‖Lp → 0

dla k →∞. �

Lemat 8.4 Lp jest przestrzeni¡ metryczn¡ zupeªn¡ z metryk¡ d(f, g) = ‖f −
g‖Lp .

Dowód. d(f, g) = 0 oznacza »e ‖f − g‖Lp = 0, czyli
∫
|f − g|p = 0. Ale caªka

z funkcji nieujemnej jest równa 0 tylko wtedy gdy funkcja jest p.w. równa 0,
czyli |f − g| = 0 p.w., czyli f = g p.w., czyli f = g jako elementy Lp. Dalej

d(f, h) = ‖f − h‖Lp ≤ ‖f − g‖Lp + ‖g − h‖Lp = d(f, g) + d(g, h)

czyli zachodzi nierówno±¢ trójk¡ta. A wi¦c Lp jest przestrzeni¡ metryczn¡ i
pozostaje pokaza¢ »e jest przestrzeni¡ zupeªn¡. Niech fn b¦dzie ci¡giem Cau-
chy'ego w Lp. Wybieram ki dla i = 1, . . . tak by ki+1 ≥ ki i

‖fn − fm‖Lp ≤ 2−i

dla n,m ≥ ki. Niech gi = fki+1 − fki . Mam ‖gi‖Lp ≤ 2−i, wi¦c szereg

∞∑
i=1

‖gi‖Lp ≤
∞∑
i=1

2−i = 1

jest zbie»ny, a wi¦c szereg
∑∞
i=1 gi jest zbie»ny w Lp. Niech h = fk1 +

∑∞
i=1 gi.

Zauwa»ny »e h = fki +
∑∞
j=i+1 gj , czyli

‖h− fki‖Lp = ‖
∞∑

j=i+1

gj‖Lp ≤
∞∑

j=i+1

‖gi‖Lp

∑
j=i+1

∞2−j = 2−i
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i dla n ≥ ki

‖h− fn‖Lp ≤ ‖fn − fki‖Lp + ‖h− fki‖Lp = 2−i + 2−i = 2−i+1

a wi¦c

lim
∑
n

‖h− fn‖Lp ≤ 2−i+1.

Poniewa» i jest dowolne oznacza to »e

lim
∑
n

‖h− fn‖Lp = 0

czyli fn → h w Lp co oznacza »e Lp jest zupeªna. �

8.1 Przestrze« L2

Dla p = 2 przestrze« Lp ma specjalne wªasno±ci. Zauwa»my »e wtedy norm¦
mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co:

‖f‖2L2 =

∫
|f |2 =

∫
ff.

De�nicja: Na przestrzeni L2 wprowadzamy iloczyn skalarny 〈f, g〉 wzorem

〈f, g〉 =

∫
fg.

Lemat 8.5 Niech f, g, h ∈ L2, za± a, b ∈ C. Wtedy

‖f‖2L2 = 〈f, f〉,

〈af + bg, h) = a〈f, h〉+ b〈g, h〉,

〈f, ag + bh〉 = a〈f, g〉+ b〈f, h〉,

〈f, g〉 = 〈g, f〉.

Lemat 8.6 Je±li K ⊂ L2 jest domkni¦ty i wypukªy, to w K istnieje element o
minimalnej normie.

Dowód. Niech t = inff∈K ‖f‖L2 . Wybieramy ci¡g fn ∈ K tak by t =
limn→∞ ‖fn‖L2 . Niech wn,m = 1

2 (fn + fm). Poniewa» K jest wypukªy to
wn,m ∈ K i

t ≤ ‖wn,m‖L2 ≤ 1

2
(‖fn‖L2 + ‖fm‖L2)→ t

dla n,m→∞. Dalej

‖wn,m‖2L2 =
1

4
〈fn + fm, fn + fm〉 =

1

4
(〈fn, fn〉+ 〈fm, fn〉+ 〈fn, fm〉+ 〈fm, fm〉)

czyli
4‖wn,m‖2L2 − ‖fn‖2L2 − ‖fm‖2L2 = 〈fm, fn〉+ 〈fn, fm〉.
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Ale

4‖wn,m‖2L2 − ‖fn‖2L2 − ‖fm‖2L2 → 4t− t− t = 2t

dla n,m→∞. Mamy

‖fn− fm‖2L2 = 〈fn− fm, fn− fm〉 = 〈fn, fn〉− 〈fm, fn〉− 〈fn, fm〉+ 〈fm, fm〉 =

= ‖fn‖2L2 + ‖fm‖2L2 − (〈fm, fn〉+ 〈fn, fm〉)→ t+ t− 2t = 0

dla n,m → ∞. A wi¦c fn jest ci¡giem Cauchy'ego czyli jest zbie»ny w L2 do
pewnego f . Poniewa» K jest domkni¦ty, wi¦c f ∈ K. W przestrzeni metrycznej
odlegªo±¢ jest funkcj¡ ci¡gª¡, wi¦c

‖f‖L2 = d(f, 0) = lim d(fn, 0) = lim ‖fn‖L2 = t.

�

Lemat 8.7 Je±li V ⊂ L2 jest podprzestrzeni¡ domkni¦t¡, f ∈ L2 to istniej¡
g, h ∈ L2 takie »e f = g + h, g ∈ V za± h jest ortogonalny do V .

Dowód. Niech K = f +V . K jest zbiorem domkni¦tym i wypukªym wi¦c na
mocy Lematu 8.6 w K istnieje element h o minimalnej normie. Niech g = f−h.
Wtedy f = g + h. Elementy K s¡ postaci f + v z v ∈ V , wi¦c h = f + v
dla pewnego v ∈ V . Ale to oznacza »e f − h = f − f − v = −v ∈ V , czyli
g = −v ∈ V . Nast¦pnie dla v ∈ V i rzeczywistego t

‖h+ tv‖2L2 = 〈h+ tv, h+ tv〉 = ‖h‖2L2 + t2‖v‖2L2 + 2t<〈h, v〉.

Funkcja t 7→ ‖h + tv‖2L2 osi¡ga minimum dla t = 0, co jest mo»liwe tylko gdy
<〈h, v〉 = 0. Ale równie» iv ∈ V , czyli 0 = <〈h, iv〉 = −=〈h, v〉, czyli ª¡cznie
〈h, v〉 = 0, czyli h jest ortogonalny do V . �

De�nicja: Odwzorowanie φ okre±lone na przestrzeni wektorowej nazywamy
funkcjonaªem liniowym je±li dla dowonych skalarów a, b i wektorów v i w zacho-
dzi równo±¢

φ(av + bw) = aφ(v) + bφ(w)a.

Lemat 8.8 Niech φ b¦dzie funkcjonaªem liniowym ci¡gªym na przestrzeni L2.
Wtedy istnieje v ∈ L2 takie »e

φ(f) = 〈f, v〉

Dowód: Niech W = {w ∈ L2 : φ(w) = 0}. W jest podprzestrzeni¡ do-
mkni¦t¡. Je±li W = L2 to φ = 0 i dostaniemy wynik bior¡c v = 0. W przeciw-
nym razie wybieramy f tak by φ(f) 6= 0. Niech f = g + h b¦dzie rozkªadem f
na cz¦±¢ z W i cz¦±¢ ortogonaln¡ do W (Lemat 8.7). Wtedy

φ(f) = φ(g + h) = φ(g) + φ(h) = φ(h)
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bo g ∈ W i φ(g) = 0. Niech v = φ(h)
〈h,h〉h i niech u b¦dzie dowolnym elementem

L2. Bior¡c t = φ(u)
φ(h) i w = u− th mamy

φ(w) = φ(u− th) = φ(u)− tφ(h) = 0

czyli w ∈W i u = th+ w. Teraz

〈u, v〉 = 〈th+ w, v〉 = t〈h, v〉 = t
φ(h)

〈h, h〉
〈h, h〉 = tφ(h) = φ(u).

�

53


