1 Motywacja

Catka Riemanna ma liczne ograniczenia. Catka (i miara) Lebesgue’a je w duzym
stopniu usuwa. Po pierwsze, catka Lebesgue’a zachowuje sie dobrze wzgledem
przejs$é granicznych. Mamy np.

Fakt Jesli f,, i f sa ciagle na [a,0] i f,(x) — f(z) dla kazdego = € [a,b] i
|frn(z)| < M dla pewnej statej M to

/ab fo(x)dz — /ab f(x)dx.

Ten fakt nie ma prostego dowodu w ramach teorii Riemanna. W teorii
Lebesgue’a dowdd bardziej ogblnego wyniku pojawia sie w sposéb naturalny.

Po drugie, catka Riemanna jest okres§lona tylko dla stosunkowo regularnych
funkcji. Np. funkcja f(z) taka ze f(z) = 1 gdy « jest liczba wymierng i f(x)
rowne 0 poza tym nie jest catkowalna w sensie Riemanna. Analogicznie do de-
finicji catki Riemanna mozna przypisa¢ zbiorom miare (na prostej dtugosc, na
plaszczyZnie powierzchnie, w przestrzeni objeto$¢). Otrzymang miare nazywa
sie miara Jordana. Jednakze klasa zbioréw dla ktoérych miara Jordana jest okre-
slona jest dos¢ waska, np. zbior liczb wymiernych nalezacych do odcinka [0, 1]
nie jest mierzalny w sensie Jordana. Miara Lebesgue’a jest okreslona na bardzo
szerokiej klasy zbioréw — w zasadzie dla wszystkich zbioréw ktore sie pojawiaja
w normalnych rozumowaniach matematycznych. Podobnie catka Lebesgue’a jest
okreslona dla bardzo szerokej klasy funkcji (w szczegolnosci wyzej wspomniana
funkcja f jest calkowalna i ma calke 0).

Po trzecie, w wielu zagadnieniach dostatecznie mate zbiory sa do pominiecia.
Np. zmiana wartosci funkcji w jednym punkcie nie zmienia catki Riemanna. W
teorii Lebesgue’a jest pojecie zbioru miary 0. Zmiana funkcji na takim zbiorze
nie zmienia catki. W wielu rozumowanich mozna pomija¢ zachowanie funkcji
na zborze miary 0. Zbiory skoriczone czy przeliczalne maja miare 0 (czyli zbiér
liczb wymiernych ma miare 0), ale istnieja tez nieprzeliczalne zbiory miary 0.

2 Miara zewnetrzna

Lemat 2.1 Jedli [a,b] C U (a;,b;), tob—a <> (b — a;).

Dowoéd. Odcinki (a;, b;) ustawiamy po kolei w ten sposob ze a € (a1,by), zas
dla i > 1 mamy b;_; € (a;,b;). Mianowicie, z zalozenia ze [a, b] jest zawarty w
sume (a;, b;) istnieje takie ¢ ze a € (a4, b;). Przenumerowujac odcinki mozemy
wiec zalozy¢ ze a € (ay,b1). Podobnie postepujac rekursywnie wybieramy od-
cinek i nadajemy mu numer i + 1 tak ze b; € (a;+1,b:4+1). Ta procedura sie
zatrzyma gdy zabraknie odcinkéw albo nie bedzie istnial odcinek do ktérego
nalezy b;. 7 zalozenia jest to mozliwe tylko gdy b; > b. Wtedy zastepujemy
n przez i i ignorujemy pozostate odcinki (jesli takie istnieja). Mozemy to zro-
bic bo suma dlugosci sie co najwyzej zmniejszy, wiec jak dostaniemy wynik dla
zmniejszonej rodziny to bedzie on prawdziwy tez dla oryginalnej. A wiec mo-
zemy zakladac ze a € (ay,b1), dla ¢ > 1 mamy b; € (a;,b;) 1 b, > b. Teraz
indukcyjnie pokazemy ze

b —a < Z(bj — (lj).
J=1



Dla ¢ = 1 jest to jasne, bo a € (a1,b1) oznacza ze a; < a czyli by —a < by — ay.
Krok indukcyjny jest podobny: b; € (a;11,bi+1) 07nacza ze a;+1 < b; < by
czyli bi—i—i —b; < bi+i —Qj4+1 A WiQC

biti —a = (biri — bi) + (b — a) < (biti — aip1) + (b — a).

Z zalozenia indukcyjnego b; — a < Z;:l(bj — a;), wiec

7 7+1
bivi—a < (biyi—aip1) + (bi —a) < (bigi —aiy1) + »_(b; —a;) = Y _(b; — a;)
j=1 j=1

co konczy krok indukcyjny. Dla ¢ = n mamy teraz

bfa<bnfa<2(bjfaj).

j=1

Oznaczenie: Niech I = (a,b). Dlugos¢ (b — a) odcinka I bedziemy oznaczac
przez |I|.

Definicja. Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Miare zewnetrzna Lebesgue’a
M(A) definiujemy jako

M(A) = inf 1
() =i 11
gdzie infimum przebiega wszystkie przeliczalne rodziny odcinkéw otwartych ta-
kie ze A C Jjeg 1
Komentarz: M(A) € [0, 0], tzn. miara zewnetrzna moze byé nieskoriczona,
np. M(R) = cc.

Lemat 2.2 M(UJ;2, 4;) <> 2, M(4;).

Dowdd. Niech € > 0. Dla kazdego ¢ z definicji infimum istnieje przeliczalna
rodzina odcinkéw otwartych S; taka ze A; C | res;, L1

M(A)+27%e> Y |1
IesS;

Niech S = J;2, ;. Wtedy A C Ujeg! i

M) Y=Y D < (M) +27)

Ies i=1TI€eS;

=3 M(A)+ed 27 =c+ > M(A)
i=1 =1 =1

Poniewaz ¢ jest dowolne oznacza to ze

M(A) <3 M(A)



Lemat 2.3 Jesli A C B to M(A) < M(B).

Dowod: Jesli B C (J;cg I, to réwniez A C |J;cg I, wiec infimum w definicji
M(A) jest brane po wiekszym lub réwnym zbiorze niz w definicji M (B). O

Lemat 2.4 M(0) = 0.

Dowod: Bierzemy S = (. Wtedy >, ¢ |I| = 0. O

Definicja: Niech X bedzie zbiorem. Funkcje M : 2% — [0, co] nazywamy
miarg zewnetrzng wtedy i tylko wtedy gdy

° M((Z)) =0
e Jesli AC Bto M(A) < M(B)
b M(Zi’il 4;) < Zfil M(A;)

To co pokazaliSmy wyzej oznacza ze miara zewnetrzna Lebesgue’a jest miara
zewnetrzng.
Pokazamy jeszcze kilka wlasnosci miary zewnetrznej Lebesgue’a.

Lemat 2.5 M({a}) =0.

Dowd6d: Niech ¢ > 0. Wtedy {a} C (a —e,a +¢). A wiec biorac S =
{(a—¢e,a+¢)} dostaniemy M ({a}) < 2e. Poniewaz ¢ > 0 jest dowolne oznacza
to ze M({a}) = 0.

Lemat 2.6 M((a,b)) = (b— a).
Dowod: Jeshi T = (a,b) i85 ={I}, to =3, 4] i
M) < S =11 = (b—a).
Jes
A wiec wystarczy pokazac ze M((a,b)) > (b — a). Oznaczmy I = [a,b]. Mamy
M(I) = M([a,b]) < M((a,b)) + M({a}) + M({b}).

Na mocy poprzedniego lematu M ({a}) = M({b}) =0, czyli M(I) < M((a,b)).
A wiec wystarczy pokaza¢ ze M(I) > (b — a). Niech S bedzie przeliczalna
rodzing odcinkéw otwartych taka ze I C |J;cq/. Na mocy lematu Borela
istnieje skoniczona podrodzina Sy C S taka ze I C UJGSO J. Dla rodziny Sy na

mocy lematu 1 mamy
(b—a)< Y |J]

JeESo

(b—a) <> |J|.

Jes

a wiec roOwniez



To oznacza ze (b — a) jest ograniczeniem dolnym dla }~ ;¢ |J], w wiec

(b—a)<infy |J|=

JeSs

Lemat 2.7 Niech A C R bedzie dowolnym podzbiorem prostej. Dla dowolnego
§ > 0 i dowolnego € > 0 istnieje przeliczalna rodzina odcinkéw otwartych {I;}

taka ze
AC UI“
i

Dol S M(A)+¢€ i |I;]| <6 dla kazdego i.

Dowdd: Z definicji infimum istnieje taka przeliczalna rodzina odcinkéw otwar-

tych S ze
SIS M(A)+ 5
Jes

Odcinki z rodziny S numerumy otrzymujac ciag Ji, { = 1,.... Kazdy z odcinkéw
J; dzielmy na czesci dtugosci mniejszej niz §. Te czeSci nieco powiekszamy,
otrzymujac rodzing odcinkéw otwartych Ry, taka ze Ji C Upcp, 11D 1ep, ] <
|Ji| + 271 te i dla kazdego I € J; mamy |J| < 6. Niech T = J;2, R;. Odcinki
I; otrzymujemy numerujac odcinki z rodziny 7. Wtedy

oL => |1 = ZZ|I|<Z|JZ|+2“ +Z|Jl|<

IeT I=11eR,;

< S M(A)+ 2 = M(A) +e,

ACU|Jl|cU UI—UI_UI

I=11cR, IeT

[\

Wreszcie, na mocy konstrukeji Ry mamy |I;| < 4. O

Defincja: Zbiér F nazywamy mierzalnym wtedy i tylko wtedy gdy dla kaz-
dego zbioru A zachodzi réwnosé¢ M(ANE)+ M(A— E) = M(A).

Lemat 2.8 Dowolny odcinek E = (a,b) jest mierzalny.

Dowod: Ustalmy zbior A. Wystarczy pokazac ze M(ANE)+ M(A—-FE) <
M(A) (bo nieréwno$¢ w przeciwna strone zachodzi dla dowolnych zbiorow).
Nieche >0iJ = (a+¢,b—¢). Mamy

M(E—-J) < M((a,a+¢€])+M([b—e,b)) = 2e.
Nastepnie
M(ANE) < M(ANJ)+M((AN(E—J) < M(ANJ)+M(E—J) < M(ANJ)+2e.



Niech {I;} bedzie rodzing odcinkéw taky ze M(A) < e+ Y. |L;| i kazdy z I,
ma dlugosé < €. Taka rodzina istnieje na mocy Lematu 2.7. Zauwazmy ze jesli
LNnJ#£QtoL;N(A—FE)=0 (bo odleglos¢ dowolnego punktu z A — E do J
wynosi co najmniej e. Niech A={i: ;N(A—E)#0}iA={i:;nJ#0}.
Wtedy

ANnJc UIi
i€EA
1
A-EC Ufi
€A

iANA=0. A wiec
M(ANJ) < |,
IEA
M(A—E) <> |L]
i€EA
czyli
M(ANJ)+M(A—E) <Y |L| < e+ M(A).

Ale stad wynika ze
MANE)+ M(A—FE) <2+ MANJ)+ M(A—-FE) <3¢+ M(A).
Poniewaz ¢ jest dowolny wynika stad ze
MANE)+ M(A—-FE) < M(A)

czyli
' M(ANE)+ M(A—FE)=M(A).

Poniewaz A jest dowolny wynika stad ze F jest mierzalny. O

Definicja. Niech X bedzie zbiorem. Rodzine podzbioréw zbioru X nazy-
wamy algebra zbioréw jesli jest zamknieta na dopelnienie i sumy skoniczone.
Rodzine podzbioréw zbioru X nazywamy o-algebra jesli jest algebra zbioréw i
jest zamknieta na sumy przeliczalne.

Lemat 2.9 Algebra zbiorow jest zamknieta na skoriczone iloczyny, réznice i 16z-
nice symetryczng zbiorow. o-algebra jest dodatkowo zamknieta na przeliczalne
iloczyny. Jesli rozdzina podzbioréw X zawiera X i jest zamknieta na skoriczone
iloczyny 1 rozZnice symetryczng to jest algebrg zbioréw. Jesli ta rodzina jest do-
datkowo zamknieta na przeliczalne iloczyny to jest o-algebrg.

Dowoéd: Na mocy prawa de Morgana dla zbioréw mamy
ANB=X-((X-A)U(X-B))
czyli iloczyn mozna obliczyc za pomocy sumy i dopelnienia. A — B = AN

(X — B), czyli réznice mozna wyrazi¢ za pomocy iloczynu i dopelnienia, a wiec
rowniez w terminach sumy i dopelnienia. Roéznica symetryczna to (A — B) U



(B — A) a wiec réwniez mozna ja wyrazi¢ w terminach sumy i dopelnienia.
To tacznie daje zamknietos¢ algebry zbioréw na skoriczone iloczyny, réznice i
réznice symetryczng. Przeliczalne iloczyn mozna wyrazi¢ w terminach sumy i

dopemienia:
4i=X-{J&x-4)
i=1 i=1

czyli o-algebra jest zamknieta na przeliczalne iloczyny. Jesli rozdzina podzbio-
row X zawiera X i jest zamknieta na réznice symetryczng to jest tez zamknieta
na dopelnienie, bo X — A to roznica symetryczna X i A. Teraz uzywajac
prawa de Morgana pokazujemy ze jeSli to rodzina jest dodatkowo zamknieta
na iloczyny skonczone to jest zamknieta na sumy skoriczone, czyli jest algebra
zbioréw. Jesli dodatkowo ta rodzina jest zamknieta na iloczyny przeliczalne to
prawo de Morgana pokazujemy jest zamknieta na sumy przeliczalne, czyli jest
o-algebra. |

Komentarz. Réznica symetryczna jest przemienna, taczna i rozdzielna wzgle-
dem iloczynu zbiorow. Iloczyn zbioréw jest przemienny i taczny. A wiec algebra
zbioréw jest pierscieniem przemiennym, gdy réznice symetryczng wezniemy jako
dodawanie a iloczyn jako mnozenie. Dodatkowo X jest jedynka. Ponadto 0 i X
razem daja cialo dwuelementowe, czyli algebra zbioréw jest algebra nad cialem
dwuelementowym. Ale nietrywialna algebra zbioréw, czyli taka ktora zawiera
element A rézny od 0 i X nie jest cialem, bo (1 - A)A=(X -A)NA=0=0
a zatoznia A #0i X — A # 0, czyli mamy dzielniki zera.

Definicja. Funkcje M okreslong na pewnej o-algebrze i przyjmujaca war-
tosci w [0, 00] nazywamy miara (dodatnia) jesli dla dowolnego ciagu zbioréow
roztacznych A; z o-algebry mamy

M(U Ap) = ZM(Az‘)

i dla pewnego A mamy M (A) < oo
Komentarz: Z tej definicji wynika ze M (()) = 0. Mianowicie, biorac A taki
ze M(A) < oo i przyjmujac A1 = A, A;, =0 dlai=2,... mamy

M(A) = M(JA) = 37 M(A) = M)+ Y M©)

Ale szereg z prawej strony moze byé zbiezny tylko gdy M (0) = 0. Wiedzac ze
M(0) = 0 widzimy ze

dla rozlacznych A; (bo dla i > n bierzemy A; = 0 i stosujemy przeliczalna
addytywnos¢). Ponadto jesli A € B to M(A) < M(B). Mianowicie, B =
AU (B — A) gdzie sktadniki sa rozlaczne, wiec

M(B) = M(A) + M(B — A) > M(A).



Lemat 2.10 Rodzina zbioréw mierzalnych jest zamknieta na operacje dopetnie-
nia i sumy przeliczalnej. Ponadto M obciete do zbioréw mierzalnych jest miarg.

Dowéd: Najpierw pokazemy ze suma dwu zbioréw mierzalnych jest mie-
rzalna. Mianowicie niech E; i Fs bedg zbiorami mierzalnymi zas A bedzie
dowolnym zbiorem. Na mocy mierzalnosci F; mamy

M(A) = M(ANEy) + M(A— Ey),
M(A—Ey) = M((A— E) N Ey) + M((A— Ey) — By)
czyli
M(A) = M(ANEy) + M((A— Ey) N Es) + M((A— Ey) — Es).
Lecz (A— Ey) — E; = A— (E1 U E»), czyli
M((A— Ey) — By) = M(A— (Ey U E)).
Na mocy mierzalnosci

M(AN(E1UEy)) =M(AN(ELUEy))NE) + M((AN(ELUEy)) — Ep)

lecz
(AN(E1UE))NE; =ANE;
i
(AN(E1UEy)—E1=(ANEy)—E;=(A—FE))NE;y
czyli
M(AN(E1UEs)=MANE))+ M((A— Ey)NEs).
Lacznie

M(A) = (M(ANE))+M((A—E))NEs))+M((A—-E)) - Es) =

= M(AN(E,UEy))+ M(A - (E, U Ey))

co pokazuje ze £ U E5 jest mierzalny.

Wprost z definicji wida¢ ze dopelnienie zbioru mierzalnego jest mierzalne.
Poniewaz iloczyn zbioréw to dopelnienie sumy dopelnien to réwniez iloczyn
dwu zbioréw mierzalnych jest mierzalny. Poniewaz réznica E; i Fy to iloczyn
dopekienia Fy z E; to rowniez roznica zbioréw mierzalnych jest mierzalna.
Niech F;, i = 1,... bedzie ciagiem roztacznych zbiorow mierzalnych zas A
bedzie dowolnym zbiorem. Indukcyjnie pokazemy ze dla dowolnego n mamy

n

M(AN U E;) = Z M(ANE;).

i=1

Mianowicie, dla n = 1 réwno$¢ jest natychmiastowa. Jako ze F; s rozlaczne
mamy réwnosé
n+1 n
(An|J E) = Enpr = (AN JE)
i=1 i=1



a wiec ze wzgledu na mierzalnosé E, 41

n+1 n+1 n+1
MAN | E)=M(AN | E)NEnpr) + M(AN | Ei) = Bnia) =

n

=M(ANEu)+ MAN|JE)=MANE,;1)+ Y MANE;) =
=1 =1
n+1

=Y M(ANE;)

i=1
co daje krok indukcyjny.
Nastepnie

n n o0
S MANE)=MAN|JE)<MAn|]JE).
i=1 i=1 i=1
Poniewaz lewa strona jest suma czesciowa szeregu o wyrazach nieujemnych ozna-
cza to ze

> MANE;)<MAN|JE:).
i=1 i=1
Poniewaz M jest miarg zewnetrzng mamy réwniez

M(AN U E)=M(J(ANE) Z M(ANE;)
i=1 i=1
a wiec
MAN|JE) =Y MANE).
i=1 i=1
Ze wzgledu na mierzalnos¢ J;_; E; mamy

M(A):M(AmOEi)nLM(A— OEi) zM(AmOEi)JrM(A— GEi)

i=1 i=1 i=1 i=1

n
>y M(ANE;)+ M(A- U E;)
i=1 i=1
Jak wyzej z nieujemno$ci wyrazéw szeregu

M(A zi M(ANE;)+ M(A - UE (AmGE,»HM(A_GEi).

i=1 =1

Poniewaz miara zewnetrzna jest podaddytywna to zachodzi tez nieréwnosé

M(A) < M(AnN GEI')+M(A* DEi)

i=1 i=1
czyli tacznie

M(A)=M(AN DEi) + M(A- GEi).

=1 =1



Poniewaz otrzymaliSmy ta rownos¢ dla dowolnego A, to | J;, E; jest mierzalny.
Jesh E;,i=1,... sa dowolnymi zbiorami mierzalnymi to piszemy F; = E; —
Uiz, L E;. Wtedy F sa roztaczne i mierzalne i | J;o, E; = ;o Fi, a wiec ;2 E;
jest mlerzalny A wiec pokazaliSmy ze rodzina zbior6w mierzalnych jest za-
mknieta ze wzgledu na dopetnienie i sumy przeliczalne. Pozostaje pokazaé ze
M ograniczone do zbioréw mierzalnych jest miarg czyli M jest przeliczalnie
addytywna czyli ze jesli E; sg roztacznymi zbiorami mierzalnymi to

M(|JE) =) ME)
i=1 i=1
Ale wyzej pokazalismy ze dla dowolnego A dowolnego
MANJE) =) MANE).
i=1 i=1

Biorac A = |J;2, E; widzimy ze

M(GEi) AmUE :Z (ANE;) =Y M(E).

Lemat 2.11 Niech A;, i = 1,... bedzie ciggiem zbiorow mierzalnych. Jesli
A; C Aiyq dla dowolnego i to

U A;) = supM(A ) = lim M(A;).

i—00
i=1

Jesli A;11 C A; dla dowolnego i i M(4;) < oo to
ﬂ Aj) = inf M(A;) = lim M(4;).

17— 00

Dow6d: Rozwazmy przypadek gdy A; C A;y1, czyli A; tworza ciag niema-
lejacy. Niech By = A1 i BE; = A, — A;—1 dlai > 1. E; sa roztaczne, bo dla i > j
mamy E; C Aj C A;_1. Mamy U, E; = U2, Ai iU, Ei = A, a wiec

M((VA) =M E) =) M(E;) =sup) M(E;) =
i=1 i=1 "oi=1

i=1

= sup M(U E;) =supM(A4,) = lim M(A;)

| i—00
=1

co daje pierwsza czes¢. Jesli M (A1) < oo i1 A; tworza ciag nierosnacy to ozna-
czajac B; = A1 — A; i uzywajac prawo de Morgana mamy

SN =a( B = = sup M(B,) = M(Ar) = inf M(4)

=1



M(mAi>:M(A1)_M(A1_nAi):

= M(Ay) — (M(Ary) — inf M(4;)) = inf M(4).

3 Zbiory borelowskie

Definicja: Niech X bedzie przestrzenig topologiczng. Najmniejsza o-algebre
zawierajaca zbiory otwarte nazywamy o-algebra zbioréw borelowskich. Moéwimy
ze zbior jest zbiorem borelowskim wtedy i tylko wtedy gdy nalezy do o-algebry
zbioréw borelowskich.

Komentarz: Przekr6j dowolnej rodziny o-algebr jest o-algebra, wiec o-algebra
zbioréw borelowskich to przekréj wszystkich o-algebr zawierajacych zbiory otwarte.
Rownowaznie, zbiér jest zbiorem borelowskim jes$li mozna go wyprodukowaé ze
zbioréw otwartych wielokrotnie biorac dopelnienia i sumy przeliczalne.

Lemat 3.1 Rodzina podzbioréw borelowskich prostej to najmniejsza o-algebra
zawierajgca wszystkie odcinki otwarte.

Dowéd: Kazdy podzbiér otwarty prostej jest przeliczalng suma odcinkéw
otwartych, a wiec o-algebra zawierajaca odcinki otwarte zawiera tez podzbiory
otwarte prostej, a wiec i wszystkie zbiory borelowskie. o-algebra zbioréw bore-
lowskich zawiera odcinki, wiec najmniejsza o-algebra zawierajaca odcinki jest
zawarta w o-algebrze zbioréw borelowskich, co tacznie daje rownosc. (]

Definicja zbioréw borelowskich na charakter indukcyjny i w zwiazku z tym
dowody twierdzen o zbiorach borelowskich tez maja charakter indukcyjny. Mia-
nowicie, dowodzac ze zbory borelowskie maja pewna wtasnos¢ W najpierw mu-
simy mie¢ jaki§ punkt poczatkowy, czyli pokaza¢ wlasnos¢ W np. dla odcin-
kow (czy od razu dla zbioréw otwartych). Nastepnie pokazujemy ze dopelnienie
zbioru majacego wlasnos¢ W tez ma wlasnosé¢ W i ze przeliczalna suma zbioréw
majacych wlasnos¢ W tez ma wlasnosé W (co odpowiada krokowi indukcyjnemu
w zwyklej indukcji). Wtedy wiemy ze rozdzina zbioréw majacych wlasnos¢ W
jest o-algebra i zwiera odcinki a wiec zawiera tez wszystkie zbiory borelowskie,
czyli kazdy zbidér borelowski ma wtasnos¢ W. W przypadku zwyktej indukcji je-
§li chcemy pokaza¢ jaka$ wlasnosé dla podzbioru liczb naturalnych, to mozemy
mie¢ klopot bo podzbiér moze by¢ zbyt maty. Podobnie préba ograniczenia sie
do mniejszej rodziny zbioréw niz zbiory borelowskie moze prowadzi¢ do ktoptéw
bo rozumowanie indukcyjne wyprowadzito by nas poza rodzine i dlatego nie da
sie zastosowac.

Lemat 3.2 Kazdy podzbior borelowski prostej jest mierzalny.
Dowdéd: Rodzina zbioréw mierzalnych jest o-algebra i zawiera odcinki a wiec

i zbiory borelowskie. (Il
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Lemat 3.3 Niech X bedzie dowolnym zbiorem, Z podzbiorem X, za$ S r0-
dzing podzbioréw X. Oznaczmy przez A najmiejszq o-algebre podzbiorow X
zawierajgcq S zas przez B najmiejszq o-algebre podzbiordw Z zwierajcg rodzine
Sz;={ANZ:AeS} Widy B={ANZ:Aec A}.

Dowod: Niech Az = {ANZ: A e A}. Jako ze A jest o-algebra Ay jest
zamknieta na dopelnienie i sumy przeliczalne, a wiec jest o-algebra. Ponadto
Ay zawiera Sz, a wiec B C Az. Aby otrzymaé zawieranie w przeciwng strone
rozwazmy rodzine zbiorow C = {A C X : AN Z € B}. Jako ze B jest o-algebra
to C tez jest o-algebra. Ponadto C zawiera S, a wiec A C C, czyli dla kazdego
Ae Amamy ANZ € B, czyli Az C B. O

Lemat 3.4 Niech X bedzie przestrzeniq topologiczng za$ Z podzbiorem X. Wtedy
B jest podzbiorem borelowskim Z jesli jest postaci AN Z dla pewnego A bore-
lowskiego w X . Ponadto kazdy zbior tej postaci jest borelowski w Z. Jesli Z jest
podzbiorem borelowskim X to B jest borelowski w Z wtedy i tylko wtedy gdy B
jest borelowski jako podzbior X .

Dowdd. Niech S bedzie rodzing zbioréw otwarych w X. Z definicji topologii
podprzestrzeni kazdy podzbior otwarty Z jest postaci UNZ dla U € S. A wiec
pierwsza cze$¢ wynika z Lematu 3.3. Jesli Z jest borelowski i A jest borelowski
to AN Z jest borelowski, czyli na mocy pierwszej czesci kazdy podzbiér bore-
lowski Z jest borelowski jako podzbiér X. Jesli A C Z jest borelowski jako
podzbior X to A = AN Z jest rowniez borelowski jako podzbiér Z. O

Przyktad: Niech f : R — R bedzie dowolng funkcja. Pokazemy ze zbidr A
tych punktow gdzie f jest ciagla jest zbiorem borelowskim (Gs). Z definicji f
jest ciagla w = oznacza ze:

Ves0Ts>0Yy(Jlz —yl <6 = [f(y) — f(z)] <e).

W tej defincji wartosé f(x) jest dla nas niewygodna, bo chcemy ogranczyé za-
leznosé od x. Zauwazmy ze zamiast jawnie napisa¢ f(x) mozemy napisaé

Ves035503aerYy(lz —yl <0 = |f(y) —a| <e).

Mianowicie, definicja ciagtosci implikuje warunek wyzej, bo skoro f(z) dziala,
to biorac a = f(x) dostaniemy prawde. Ale f(y)—f(z) = (f(y)—a)—(f(z)—a),
wiec warunek wyzej implikuje ze | f(y)— f(z)| < 2¢. Ale czynnik 2 jest nieistonny
bo warunek ma zachodzi¢ dla dowolnego €.

Rowniez niewygodne jest to ze zmienne objete kwantyfikatormi przebiegaja
liczby rzeczywiste. Poniewaz dowolnie blisko liczby rzeczywistej mozna znalezé
liczbe wymierna, to mozemy zastapi¢ a € R przez ¢ € Q. Podobnie, zamiast &
mozemy uzy¢ % z naturalmym n. Po zmianie otrzymujemy warunek:

1
Vnds>03geqVy(lz —yl <0 = |f(y) —al < ﬁ)~
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Popatrzy teraz na warunek

Ve =3 <6 = 1f) —al < 2).

Ten warunek oznacza ze nier6wno$¢ |f(y) — q| < + zachodzi dla dowolnego
y € (x —§,x 4 0). Dokladna posta¢ odcinka nie odgrywa roli, mozemy zastapic¢
(x — §,x + ) przez odcinek o koncach wymiernych. Podobnie nie jest istotne ze
x jest §rodkiem, wystarczy ze x lezy w §rodkowej czesci odcinka. Dla odcinka I
oznaczmy przez 21 odcinek o tym samym $rodku, ale dwa razu dluzszy. Wtedy

mozemy napisac
2 € T AY, ot f(y) — | < %
Y.acznie:
Va3rdeeqr € T A el f(0) —al <
gdzie I przebiega odcinki otwarte o koiicach wymiernych. Niech S, , oznacza

zbiér odcinkéw otwartych o koricach wymiernych takich ze

1
Vyear|f(y) —q] < -

Oznaczmy
Viga= |J 1.
I€Sy 4
Un = Vaa-
q€Q

Wtedy f jest ciagta w x jest rownowazne

IEA:mUn.

Mianowicie
r€e€A = Vprel, < Vy,dyeqr € Vp4 =
= VodyegIr(z e )ANI € S, ,
< VnIrJgeer € I AVyearlf(y) —ql < %

co jest wyprowadzonym wyzej warunkiem ciaglosci.
Zauwazmy ze V, , i U, sa otwarte, wiec A jest zbiorem G5 a wiec borelow-
skim.

Lemat 3.5 Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Wtedy

M(4) = U:i}llgU M)

gdzie infimum przebiega zbiory otwarte. Istnieje zbidr borelowski G taki ze A C
G i M(A) = M(G). Jesli A jest mierzalny to

M(A) = IS&%M(K)
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gdzie supremum przebiega zbiory zwarte. Istnieje zbior borelowski F' takie ze ' C
AiM(A) = M(F). Ponadto borelowskie F i G mozna wybraé tak by F C A C G
i M(G — F) =0. Innymi stowy, zbidr mierzalny mozna przedstawié jako sume
zbioru borelowskiego i zbioru miary 0, albo jako réznice zbioru borelowskiego i
zbioru miary 0.

Dowdd: Niech € > 0. Z definicji miary zewnetrznej istnieje przeliczalna
rodzina przedzialow otwartych S taka ze A C |J;cg I =U i

> < M(A) +e.
IesS

Lecz U jako suma odcinkdéw otwartych jest zbiorem otwartym i na mocy prze-
liczalnej podaddytywnosci miary zewnetrznej

MU) < 1| < M(A) +e.
Ies

Czyli

M(A) < inf M(U) < M(A) +e.

Poniewaz £ > 0 jest dowolne, to

M) =, i35, MO

Teraz niech &; = 27 i U; bedzie zbiorem otwartym takim ze A C U; i M (U;) <
M(A) +¢;. Bierzemy G = (;—, U;. Wtedy G jest zbiorem borelowskim, A C G
i dla dowolnego ¢ mamy

M(A) < M(G) < M(U;) < M(A) +

czyli
M(G) < inf(M(A) +¢;) = M(A) +infe; = M(A)
7 7
a wiee M(A) = M(G).
Niech teraz A bedzie zbiorem mierzalnym. Najpierw rozpatrzymy przypa-
dek gdy A C [a,b], czyli A jest podzbiorem pewnego (skoriczonego) odcinka

domknietego. Niech € > 0. Na mocy pierwszej czesci lematu istnieje zbiér
otwarty G taki ze ([a,b] — A) C G i

M(G) < M([a,b] — A) +¢.

Teraz niech K = [a,b] — G. K jest zbiorem domknietym i ograniczonym, a wiec
jest zwarty. Rowniez K C A. Mamy

M(K) > M([a,b]) — M(G) > M([a,b]) — M([a,b] — A) —e = M(A) —¢
a wiec

M(A) —e < sup M(K).
KCA

Jako 7ze £ > 0 jest dowolne, to

M((A) = Ib(lé[;M(K)

13



Jesli A jest dowolnym zbiorem mierzalnym, to biorac A; = [—4,i N A mam
A = )", A,. Poniewaz A; tworza ciag wstepujacy to na mocy Lematu 2.11
mamy

M(A) = sup M(4;).
i
Stosujac do A; juz udowodniona czesé lematu mam

M(A;) = sup M(K) < sup M(K)
KCA; KCA

a wiec

M(A) =sup M(A;) =sup sup M(K) <sup sup M(K) = sup M(K)
i i KCA; i KCA KCA

czyli
M(A) < sup M(K).
KCA

Nier6wnos¢ w przeciwng strone jest jasna bo M(K) < M(A), wiec

M(A) = IS<1§,)4M(K)

Teraz niech £; = 27%. Dla kazdego i wybieramy zwarty K; tak by K; C A i
M(A) < M(K;) +e¢;. Niech F =) K;. Wtedy F jest borelowski jako suma
przeliczalna zbioréw domknietych, F' C A i dla dowolnego i mamy

M(F)> M(K;) > M(A) —¢;

czyli
’ M(F)2sup(M(A)—5i):M(A)—h}fel-:M(A)

co oznacza ze M(F) = M(A).

Chcemy teraz pokazaé ze borelowskie F'i G mozna wybraé¢ takby FF C A C G
i M(G—F)=0. Jesli zbior A ma miare skoriczona to wynik tatwo dostaniemy
z juz udowodnionej czesci lematu. Mianowicie, istnieja zbiory borelowskie F' i
Gtakieze FCACGiM(F)=M(G)=M(A). Wtedy M(G—F) = M(G) —
M(F) = 0. Ogolunie, niech A; = [—i,i] N A. Na mocy tego co juz pokazaliSmy
istnieja zbiory borelowskie F; i G; takie ze F; C A; C G; 1 M(G; — F;) =0
Niech F = |2, Fi 1 G = U;2, G;. Wtedy F i G sa zbiorami borelowskimi i
G—-FclU;2,(G;— F) a wiec

M(G—F) < iM(Gi — F)=0.
i=1

Lemat 3.6 Jesli rozdzina zbioréw S jest zamknieta na iloczyny skoniczone, zas
rodzina L jest nagmniejszq rodzing takq ze L zawiera S, jest zamknieta na prze-
liczalne monotonicze sumy zbiorow, X € L i dla A,B € L z B C A wynika Ze
A—B € L to L jest o-algebrg.
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Dowdd. Wystarczy pokazaé ze L jest zamknieta na iloczyn. Mianowiecie,
z zaloznia L jest zamknieta na dopelnienie, wiec z prawa de Morgana bedzie
zamknieta na sumy skoniczone. Sume przeliczalna (J;2; A; mozemy zapisac jako
sume monotoniczng sum skonczonych

U~
i=1

wiec £ bedzie tez zamknieta na sumy przeliczalne a wiec bedzie o-algebra. Aby
pokaza¢ ze L jest zamknieta na iloczyn dla A € L rozwazny rodzine L4 = {B €
L:BNAe€ L}. Rodzina L4 jest zamknieta na sume monotoniczna, bo jesli
B =J;2, B; jest suma monotoniczna o sktadnikach z £4 to réwniez

U
j=1

15=

(@

K2

AmB:G(AmBi)

i=1

jest suma monotoniczng o sktadnikach z £, a wiec AN B € L czyli B € L4.
Podobnie jesli BC CiC,B € L4 to

AN(C—-B)=(ANnC)—-(ANDB)

awiec AN(C—B) € L, czyliC—Bin L4, A wiec L4 jest zamknieta na te same
operacje co L. Ponadto X € L4. Dla A € S, poniewaz S jest zamkniety na
iloczyn to S C L4. Poniewaz L jest najmniejsza rodzing zbioréw zawierajaca S
i zamknieta na operacje z zalozenia to L = L4, czylidla A € Si B € £ mamy
AN B e L. Oznacza to ze jesli A € L to S C La, czyli jak wyzej L = L4. A
wiec dla A, B € L réwniez AN B € L, czyli £ pokazaliSmy ze L jest zamkniete
na iloczyn. O

Lemat 3.7 Niech p;. @ = 1,2 bedg miarami na na pewnych o-algebrach po-
dziorow X. Jesli S jest rodzing podzbiorow X takq zZe S jest zamknieta na
iloczyny, X jest przeliczalng sumq elementow z S i dla kazdego A € S mamy
11 (A) = pa(A) < 0o to p1(A) = pe(A) dla A z najmniejszej o-algebry zawiera-
jacej S.

Dowo6d: Niech A € S'i L4 bedzie rodzing podzbioréw B C A takich ze obie
miary sa zdefiniowane dla B i u1(B) = pe(B). Zauwazny ze na mocy Lematu
2.11 L4 jest zamknieta na sumy monotoniczne. 7 zalozenia na zbiorach z S
miary sie zgadzaja wiec skoro A € Sto A€ L. Jesli C,Be€ L4 1 B C C to
biorac D = C' — B mam

1i(C) = pi(C' — B) + pi(B)

czyli

1i(C = B) = pi(C) — pi(B).
Poniewaz miary powyzej sa skonczone (bo sa to miary podzbioréw A a z zalo-
zenia A ma miare skoniczona) to odejmowanie jest wykonalne i

p1(C = B) = 1 (C) — p1(B) = p2(C) — p2(B) = p2(C — B)
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czyli rowniez C' — B € L4. W wiec L4 spelnia zalozenia Lematu 3.6 z S zasta-
pionym przez Sy = {BN A : B € S}, czyli L4 zawiera o-algebra generowana
przez S4. Niech B bedzie elementem o-algebry generowanej przez S. Na mocy
Lematu 3.3 zbior AN B € L4. Niech teraz A; € S beda takie ze X = J;2, 4; i
niech B; = Bﬁ(Al-fU;;ll A;). B; sarozlaczne i naleza do o-algebry generowanej
przez S wiec jak wyzej] B; € La4,, czyli

(1 (Bi) = pa(Bi).
Jednakze B = ;2| B;, wiec

p(B) = ZHl(Bz‘) = Zuz(Bz') = p2(B).

A wiec obie u; sa zdefiniowane i rowne na B. To daje wynik, jako ze B jest
dowolnym elementem o-algebry generowanej przez S. O

Lemat 3.8 Jesli i jest miarg na pewnej o-algebrze podziorow R zawierajgcej
wszystkie odcinki otwarte, i pu(I) = |I| dla dowolnego odcinka otwartego, to
w(A) = M(A) dla dowolnego zbioru borelowskiego. Jesli dowolny podzbidr zbioru
A takiego ze p(A) = 0 jest u-mierzalny, to u jest okreslona dla kazdego zbioru
A mierzalnego wzgledem miary Lebesque’a i u(A) = M(A).

Dowéd: Zastosujem Lemat 3.7 do miary p = p1 i po bedacej miara Le-
besgue’a. Jako S bierzemy rodzine wszystkich odcinkéw otwartych. S jest
zamknieta na iloczyny. Prosta jest przeliczalng suma odzinkow postaci (—i, ).
7 zalozenia miary sie zgadzaja i sa skoriczone na odcinkach, a wiec zgadzaja sie
na o-algebrze generowanej przez odcinki czyli na zbiorach borelowskich.

Zalozmy dodatkowo dowolny podzbior zbioru A takiego ze pu(A) = 0 jest
p-mierzalny i niech B bedzie taki ze M(A) = 0. Wtedy istnieje borelow-
ski A taki ze B C A1 M(B) = 0. A wiec u(B) = 01i A jako podzbior B
jest p-mierzalny, a wiec p(A) < wp(B) = 0, czyli A jest p-miary 0. Teraz
miech A bedzie dowolnym zbiorem mierzalnym wzgledem miary Lebesgue’a.
Istnieje borelowski F' taki ze M(A — F) = 0, w wiec A — F jest p-miary 0 i
1(A) = u(F) + p(A — F) = p(F) = M(F) = M(A), 0

4 Funkcje mierzalne

Niech teraz X bedzie przestrznia z miara okreslong na pewnej o-algebrze M
podzbioréw X. Mowiac ze zbior A jest mierzalny bedziemy przez to rozumieli
ze A € M. Interesujacy nas przypadek to X = R™ z miarag Lebesgue’a, ale
wygodniej jest uzywaé bardziej ogdlne oznaczenia.

Definicja: Niech Y bedzie osrodkowsa przestrzenia metryczna.

Funkcje f : X +— Y nazywamy mierzalng wtedy i tylko wtedy f~!(G) jest
mierzalny dla dowolnego zbioru borelowskiego G. Funkcje f nazywamy borelow-
sko mierzalng jesli przeciwobraz dowolnego zbioru borelowskiego jest borelowsko
mierzalny.
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Lemat 4.1 Funkcja f : X — Y jest borelowsko mierzalna wtedy i tylko wtedy
gdy przeciwobraz dowolnego zbioru otwartego jest borelowsko mierzalny. W
szczegolnosci funkcja ciggta jest borelowsko mierzalna. Podobnie f jest mie-
rzalna wtedy i tylko wtedy gdy przeciwobraz dowolnego zbioru otwartego jest
mierzalny.

Dowdd: Najpierw rozwazmy f taka ze przeciwobraz dowolnego zbioru otwar-
tego jest borelowsko mierzalny. Niech A/ bedzie rodzing takich pozbiorow A C Y
ze f~1(A) jest zbiorem borelowskim. Z zalozenia zbiory otwarte naleza do A.
Ale N jest o-algebra. Mianowicie

Yy —A) =X - f1(4)

f—1<U A) = U FHA)

czyli N jest zamknieta na dopelnienie i sumy przeliczalne. czyli zbiory borelow-
skie naleza do N. A wigc przeciwobraz zbioru borelowskiego jest borelowski. Z
definicji f jest ciagla wtedy i tylko wtedy gdy przeciwobraz dowolnego zbioru
otwartego jest otwarty. Ale zbiory otwarte sa borelowskie, czyli ciggta f spelnia
zalozenia pierwszej czesci lematu. Dow6d mierzalnosci f jest podobny. O

Lemat 4.2 Jesli f : X — R jest takie ze f~1((t,00)) jest (borelowsko) mie-
rzalny dla dowolnego t € R to f jest (borelowsko) mierzalna.

Dowoéd. Pokazemy wersje mierzalng (wersja borelowska jest analogiczna).
Najpierw zauwazmy ze

£ o0 = () 7~ 00)

awiec f~1([t, 00)) jest mierzalne. Nastepnie f~1((a,b)) = f~*((a,0))—f~1([b, 0)),
a wiec rowniez f~1((a,b)) jest zbiorem mierzalnym.

Dowolny podzbiér otwarty U prostej jest przeliczalng sumg odcinkéw otwar-
tych, wiec f~1(U) jako przeliczalna suma jest zbiorem mierzalnym. Teraz mie-
rzalno$¢ f wynika z poprzedniego lematu. O

Lemat 4.3 Jesli I jest zbiorem skonczonym lub przeliczalnym, Y; dla i € 1
sq przestrzeniami metrycznymi osrodkowymi, Y = [[,.;Y:, fi + X = Y sq
(borelowsko) mierzalne, F : X — 'Y jest takie ze i-ta wspdtrzedna F(z) to fi(x),
to F jest (borelowsko) mierzalna.

Dowo6d: Pokazemy wersje borelowska (wersja mierzalna jest podobna). Wy-
starczy pokazaé ze przeciwobraz zbioru otwartego jest borelowsko mierzalny.
Lecz Y mozna wyposarzy¢ w strukture przestrzeni metrycznej osrodkowej, to-
tez kazdy podzbior otwarty Y jest przeliczang suma zbiorow bazowych. A wiec
wystarczy pokaza¢ ze przeciwobrazy elementéw bazy sa borelowsko mierzalne.
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Standartowa baza topologi w Y sa zbiory postaci V = H“ U, gdzie U; jest
otwarty w Y; i tylko dla skoriczenie wielu i zbiér U; jest rézny od Y;. Zauwazmy
ze

F V) =710,

i€l

Jako ze f; jest borelowsko mierzalne to f;l(Ui) jest borelowsko mierzalny, a
wiec i F~1(V) jako przeliczalny przekr6j zbioréw borelowskich jest borelowski.
|

Lemat 4.4 Superpozycja funkcji borelowsko mierzalnych jest borelowsko mie-
rzalna. Jesli f 1Y — Z jest borelowsko mierzalna a g : X — Y jest mierzalna
to f o g jest mierzalna.

Dow6d: Niech A C Z bedzie zbiorem borelowskim i niech B = f~1(A).
Jako ze f jest borelowsko mierzalna to B jest zbiorem borelowskim. Jesli g jest
mierzlna to

(fog) "(A)=g~'(B)

jest zbiorem mierzalnym na mocy mierzalnosci g, a wiec f o g jest mierzalna.
Podobnie gdy g jest borelowsko mierzalna. O

Lemat 4.5 Niech X = |J;2, X; gdzie sq (borelowsko) mierzalne. Niech f; :
X, — Y bedzie (borelowsko) mierzalna. Zaktadamy ze fi(z) = fj(x) dla x €
Xi N X; (jest to spetnione np. gdy X; sq roztaczne). Wtedy istnieje funkcja
f:X — Y taka zZe f(x) = fi(x) dla x € X;. Ponadto f jest (borelowsko)
mierzalna.

Dowdd: Zauwazmy ze skoro f;i(x) = f;j(z) dla z € X; N X; to warunek
f(@) = fi(z) dla © € X; jednoznacznie definiuje f. A wiec istnienie f jest
jasne i trzeba tylko pokaza¢ mierzalnosé. Niech G bedzie zbiorem borelowskim.
Mamy

Lecz fi_l(G) jest (borelowsko) mierzalnym podzbiorem X;. Jako ze X; jest
(borelowsko) mierzalny to f; '(G) réwniez jest (borelowsko) mierzalnym pod-
zbiorem X. A wiec f~1(G) jest (borelowsko) mierzalny jako suma przeliczalna
zbioréw (borelowsko) mierzalnych O

Lemat 4.6 Niech f,g: X — R. Jesli f i g sq (borelowsko) mierzalne to suma,
réznica, iloczyn, maksimum i minimum f i g jest (borelowsko) mierzalny. Jesli
g(x) # 0 dla dowolnego x to iloraz f i g jest (borelowsko) mierzalny.
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Dowod: Odwzorowanie « — (f1(z), f2(z)) w produkt jest mierzalne na mocy
Lematu 4.3. Operacje arytmetyczne s superpozycja tego odwzorowania z od-
powiednig funkcja dwuargumentowa. Suma, réznica, iloczyn, maksimum i mi-
nimum sa funkcjami cigglymi dwu zmiennych, a wiec dla nich wynik dostajemy
z lematu o superpozycji. Jesli g(z) # 0 dla dowolnego x to iloraz jest superpo-
zycja z funkcja ¢ taka ze ¢(x,y) = % dlay #01i ¢(x,0) = 0. ¢ jest borelowsko
mierzalna na mocy poprzedniego lematu. O

Oznaczenie: Kula B(x,r) = {y : d(z,y) < r}.

Lemat 4.7 Jesli f; - X — Y jest ciggiem funkcji mierzalnych (lub borelowsko
mierzalnych) i dla kazdego x € X mamy

lim f;(x) = f(x)
11— 00
to f jest mierzalna (lub odpowiednio borelowsko mierzalna,).

Dowdd: Niech G bedzie otwartym podzbiorem Y. Z definicji jesli y € G to
istnieje kula B(y,r) C G. Niech G, = B(y, 5). Mamy G =3 G,. Jako ze Y
jest przestrzenia osrodkowa to istnieje ciag y; takize G = >, Gy, Oznaczmy
Uj = Gy, Jesli f(x) € G to istnieje j taki ze f(x) € U;. Jako ze Uj jest zbiorem
otwartym to z definicji zbieznosci istnieje n takie ze dla ¢ > n mamy f;(z) € Uj.

A wiec
S fiﬁl(Uj)

dla ¢ > n. Z tego wynika ze

RS ﬂ £7Hy)

i=n
i konsekwentnie o e
ze | ) £1W).
n=1i=n
A wiec jako ze x byl dowolnym elementem X takim ze f(x) € G to

oo oo oo

e cyyngto.

] n=1i=n

Chcemy pokazac¢ ze mamy nie tylko zawieranie ale rownos$¢. Niech f(z) ¢ G i
ustalmy j. Zgodnie z podanym okresleniem U; = B(y, ) dla pewnego y € G i
r takiego ze B(y,r) C G. A wiec d(f(x),y) > r. Z definicji zbieznosci istnieje
n takie ze dla i > n mamy d(f;(z), f(z)) < 5. Wtedy

d(fi(x),y) = d(f(x),y) — d(fi(z), f(x)) >

N3

czyli f;(z) € By, 5) = U;. A wiec z ¢ f;'(U;), czyli réwniez dla dowolnego m
mamy

T ¢ ﬂ fi_l(Uj)-
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Jako ze j jest dowolne oznacza to ze

czyli 7e

Ale z zalozenia fi_l(Uj) jest mierzalny, wiec
m [ ifl(Uj )

jako przeliczalny iloczyn zbioréw mierzalnych jest mierzalny. Dalej, f~1(G) jako
przeliczalna suma zbioréw mierzalnych jest mierzalny. Ale jako ze G jest dowol-
nym zbiorem otwartym oznacza to ze f jest mierzalna. Dla funkcji borelowsko
mierzalnych argument jest podobny. O

5 Miara Lebesge’a na R"

Przypominam 7e dowolna nieujemng liczbe rzeczywista mozna zapisa¢ w ukta-

dzie dziesietnym:
oo

a= Z ci(a)107".

i=—m

Jesli a jest niewymierana, to ¢;(a) sa wyznaczone jednoznacznie, jesli a jest
wymierna, to sa do najwyzej dwie mozliwosci: jedna gdzie wszystkie ¢;(a) za
wyjatkiem skoricznie wielu sa rowne 0 i druga gdzie wszystkie ¢;(a) za wyjatkiem
skonicznie wielu sg réwne 9. Je§li umoéwimy sie ze preferujemy zapis z zerami, to
ci(a) beda zdefiniowane jednoznacznie. A wiec w ten sposob otrzymujmy ciag
funkcji ¢;(a) : R+— {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Oznaczenie: Przez N oznaczymy zbiér liczb niewymiernych.

Lemat 5.1 ¢; obcieta do zbioru N liczb niewymiernych jest ciggta.
Dowé6d: C; ma skoki w punktach postaci k10~ gdzie k jest liczba caltko-
wita, za§ pomiedzy nimi jest stata. A wiec ¢; jest ciagla w kazdym punkcie

niewymiernym. Czyli po obcieciu do zbioru liczb niewymiernych ¢; jest ciaggta
w kazdym punkcie, a wiec ciagla. (]

Ustalmy n > 1. Funkcje f na [0,1) o wartosciach w R™ definiujemy naste-
pjaco: f(a) = (ho(a),.. ., hn1(a)) gdzie

hi (a) = Z Clk4ni 107%.
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Natepnie ustalmy wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é miedzy liczbami cal-
kowitymi a punktami w R™ o wspolrzednych catkowitych (mozna to zrobié¢ bo
zbior punktéw o wspotrzednych catkowitych jest przeliczalny). W ten sposob
otrzymujemy odwzorwanie g : Z — Z"™ C R™. g mozna tak wybrac by h(0) = 0.
Teraz jesli a =1+ ag gdzie l € Z i ag € [0,1) to f(a) = g(I) + f(aop).

Lemat 5.2 f obcieta do zbioru N liczb niewymiernych jest ciggla.

Dowod: W wyrazeniu na f sktadnik g() jest staly na przedziatach postaci
(I,141), wiec wystarczy pokaza¢ ze skladnik f(ag) jest ciagly, co z kolei wystar-
czy zrobic¢ dla a € NN(0,1). Teraz wystarczy pokazaé ze hy, obcieta do NN (0, 1)
jest ciagla. Ale na przedziatach ograniczonych szereg definiujacy hy jest zbiezny
jednostajnie (bo majoryzuje si¢ przez zbiezny szereg liczbowy >0 9(107%)).
Skoro ¢; obcieta do N jest ciagla to hy jako suma jednostajnie zbieznego szeregu
funkcji ciaglych jest ciagta. O

Dotychczas zdefiniowali$my miare Lebesgue’a na R! a chcemy ja zdefiniwaé
na R"™. Aby odrézni¢ juz zdefiniowana miare na R! oznaczymy ja przez M, za$
miare na R" (ktorg chcemy zdefiniowac) oznaczymy przez M,.

Definicja: Powiemy ze zbior A C R™ jest M,-mierzalny jesli f~1(A) jest
M;-mierzalny. Przy tym dla zbioru M,-mierzalnego przyjmiemy

M, (A) = My(f~1(A)).
Lemat 5.3 Jesli A jest borelowsko mierzalny to A jest M, -mierzalny
Dowo6d: f~1(A) = (f~H(A)NN)U(f~1(A)—N). Zbiér liczb wymiernych jest
przeliczalny, wiec f~1(A) — N jako podzbiér zbioru liczb wymiernych jest prze-

liczalny, czyli mierzalny (miary 0). f obcigta do N jest ciagta, wiec f~1(A)NN
jest podzbiorem borelowskim N, czyli jako zbiér borelowski jest mierzalny. [

Lemat 5.4 Jesli A jest M,, mierzalny to

My (A)= inf M,(U)= sup My, (K
n(A) = it Ma(U) = sup My(K)

gdzie U przebiega zbiory otwarte, zas K zwarte. Ponadto istniejg zbory bore-
lowskie F' i G takie 26 F C AC G i Mp,(G—F)=0.

Dow6d. Niech B = f~1(A). Na mocy Lematu 3.5 istnieje ciag zbioréw
zwartych L; C BN N taki ze

Niech K; = f(L;). Jako ze f jest ciagla na N to K; jest zwarty. Mamy
L; C f~Y(K;), czyli

M, (A) = My(B) = sup My(L;) < sup M (f~"(K;)) = sup M, (K;).
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Lecz K; C A, wiec
M, (A) = sup M, (K;).

Jesli A jest podzbiorem zbiory otwartego G o mierze skonczonej to wtedy

MA)=MG)—M(G-A)=M(G)- sup MK)= iréf M(G - K).
KCG—-A KCcG-A

Lecz U = G — K jest zbiorem otwartym zawierajacym A, czyli

M(A) = inf M(U).

Jesli A C U?; G; gdzie kazde G; jest otwarte o mierze skoriczonej to ustalamy
€ > 0. Na mocy poprzedniej czesci dla kazdego ¢ istnieje zbiér otwarty U, taki
ze M, (U;— A) <e27"i ANG; C U;. Niech U = U2, Ui. Wtedy ACU i

M, (U - A) < iMn(Ui —A) = igz—i =e.
i=1 i=1

Czyli

Jako ze € jest dowolne to

< i .
M) S gt MO

Latwo zobaczy¢ ze przeciwobraz przez f zbioru ograniczonego jest ograniczony
(jest on suma skoriczonej rodziny odcinkéw), wiec jesli G jest ogramiczonym
zbiorem otwartym to M, (G) < co. Lecz R™ mozna przdstawié jako przeliczalna
sume ograniczonych zbioréw otwartych, wiec piewsza czeé¢ lematu zachodzi dla
dowolnego mierzalnego A. Dowdd drugiej czesci jest podobny do dowodu dru-
giej czesci Lematu 3.5 O

Lemat 5.5 Niech i > 0 bedzie liczbg catkowitq i niech K bedzie domknietq
kostkg o boku 107" takq Ze jej wierzchotki majg wspotrzedne postaci k10~ gdzie
k jest liczbg catkowtq. Wtedy istnieje liczba catkowita | taka ze

(1107, (1 4+ 1)107") c f~Y(K)

FHU) € (1107, (14 1)107™)
gdzie U jest wnetrzem K.

Dowdéd: Najpierw pokazemy ze dla dowolnego catkowitego [ istnieje kostka
K jak wyzej, taka ze

f(I107™ (14 1)107")) C K
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Zauwazmy ze dla a € (1107, (I 4+ 1)10™™) mamy f(a) = f(I107"%) + f(a1)
gdzie a; = a — 1107 € (0,10~™%). Nastepnie f(a1) = 107 f(az) gdzie ay =
10%a; € (0,1). Dla a € (0,1) mamy c¢;(a) = 0 dla i <0, czyli

hi(a) = crpnil0F <9 107 =1,
=1 i=1

A wige f((0,1)) € [0,1]™ i £((0,107™) C [0,107%]". Jako ze 10°f(110~™%) ma
wspolrzedne catkowite oznacza to ze f((1107™, (I + 1)107"%)) jest podzbiorem
kostli takiej postaci jak K. Zmieniajac [ otrzymamy rézne kostki. Zauwazmy
ze aby otrzymaé kostke K musimy dobraé¢ by f(I10~"%) byto minimalym wier-
chotkiem kostki. Ale gdy [ przebiega liczby catkowite z przedziatu [0,10™) to
f(I107™%) przebiega wszyskie punkty [0,1)" o wspolrzednych majacych i cyfr
po przecinku, a wiec dla dowolnej K C [0,1]™ mozna znalezé [ i jest ono jed-
noznaczne. Dla ogolnego K najpierw znajdujemy Iy tak by K — g(l1) C [0,1]"
(takie Iy istnieje i jest jednoznaczne na mocy wlasnosci g), a nastepnie Iy tak
by f((12107" (I3 +1)107™) C K — g(l1). Wtedy dla [ = 10™]; + [ mamy

fI107™ (14+1)107)) C K

czyli _ _
(1107, (1 +1)107") c f~Y(K)

co daje pierwsza cze$é. Nastepnie, jesli m # [ to f((m10~™, (m+1)107"%)) jest
podzbiorem kostki domknietej K., podobnej do K, ale r6znej od K. K,, jest
roztaczne z U, a wiec

(m10~™ (m 4+ )10~ ") N f~HU) =0

Jako ze m jest dowolne rézne od [ oznacza to ze tylko przedziat (110~"% (I +
1)107"%) przecina f~1(U), czyli

f7HU) € (1107, (14 1)107™).

Lemat 5.6 Niech i, K i U bedg jak w Lemacie 5.5. Wtedy M, (K) = M, (U) =
10,

Dowdéd: Na mocy zawierania z Lematu 5.5 mamy
M, (U) < My((1107™ (1 +1)107"%)) = 107™ < M,,(K).

Niech m > 0 bedzie liczba naturalna. Podzielmy teraz kostke K na 10™ kostek
domknietych o boku 10~"~*. Co najwyzej 2n10"~D™ 7z tych kostek przecina
brzeg K. A wiec co najmniej 10" —2n10("~ 1™ jest zawartych w U. Oznacza to
ze przeciobraz U zawiera co najmniej 10™™ — 2n10(~ 1™ odcinkéw roztacznych
dtugosci 10~("+9), Dodajac dtugosci tych odcinkéw mamy

M, (U) > 107"+ (10m™ — 2p10=HD™) = 107™(1 — 2010~ ™).
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Jako ze m jest dowolne to

M,(U) > lim 107" (1 —2n10~™) = 10~ ™

m—r oo

co oznacza ze M, (U) = 10~™, Teraz niech m = 1 i F bedzie kostka domknieta
z podzialu wyzej zawarta w U. Jako ze miara M, (U) jest rowna sumie miar
kostek otwartych zawartych w U, to miara brzegu F' to 0, czyli miara F' jest
rOwna mierze wnetrza F. Lecz przeciwobraz dowolnej kostki H podobnej do F'
jest przesunieciem przeciwobrazu F', czyli miara H jest réwna mierze F'. Po-
dobnie miara wnetrza H jest réwna mierze wnetrza F', czyli réwna mierze F'.
W wiec miara brzegu H jest rowna 0. Poniewaz brzeg K jest zawarty w sumie
brzegow kostek z podziatu, to miara brzegu K to zero, czyli M, (K) = M, (U).
|

Lemat 5.7 Jesli p jest miarg na R takg Ze dla kazdego przedziatu postaci I =
(k107%, (k + 1)107%) Iub I = [k10%, (k + 1)107Y] z catkowitymi k i i i z i > 0
mamy pu(I) = 107%, to dla borelowskich A mamy p(A) = M;(A).

Dowod. Ustalmy catkowite i > 0. Niech I = (k10%,110°) z catkowitymi k i .

-1
I'= (k107 (k+1)107) U [ J [j107°( + 1)107)
J=k+1

7 zatozenia
107" = p((107°(j+1)107°) < p([j107°(j+1)1077)) < u([j107"(j+1)107"]) = 10"
czyli p([j107%(5 + 1)107%)) = 107%. A wiec

-1

() = p((K107% (k+1)107)) + > p([j107(j +1)107) = (I — k)10~
Jj=k+1

czyli u(I) = My(I). Jesli J = (a,b) jest dowolnym przedzialem otwartym
to mozna znalezé ciag I, przedzialow jak wyzej (z dazacym do oco) takie ze
Iy C Img1iUp_y Im = 1. Teraz

u(l) = sup (L) = sup Mi(In,) = Mi(I)

czyli réwnosé¢ p(I) = My(I) zachodzi dla dowolnego przedzialu otwartego I.
Uzycie Lematu 3.8 koniczy dowod. O

Lemat 5.8 Jesli A; dlal =1,...,n sq zbiorami My, mierzalnymi miary skori-
czonej to B = Ay X Ay x --- X A, jest M, -mierzalny i

M(B) = [[ M (A,
=1
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Dowodd: Najpierw rozpatrzymy przypadek gdy M;(4;) >0dlal=1,...,n
i A; sa borelowskie. Niech m bedzie liczba catkowita taka ze 1 < m < n. In-
dukcyjnie wzgledem m pokazemy ze wynik zachodzi jesli dodatkowo, dla [ =
m,...,n zbiory A; sa przedziatami postaci (K107, (k+1)107%) lub [k107%, (k +
1)107%. Dla m = 1 wszystkie A; sa takimi przedzialami i wynik wynika z
Lematu 5.6. Aby zrobi¢ krok indukcyjny zatézmy ze wynik zachodzi dla mniej-
szych wartosci m i ustalmy A; dla [ # m. Niech

Wtedy z zalozenia indukcyjego
M, (B) = M;(An)c

dla A,, bedacego przedzialem jak wyzej. Chcemy pokazaé¢ ze ta réwnosé za-
chodzi dla dowolnego M;-mierzalnego A,,. Lecz funkcja u(A.,) = ¢ M, (B)
jest miara okreslona na podzbiorach borelowskich prostej spetlniajaca zatozenia
Lematu 5.7. Dodatkowo, jesli M,,(B) = 0 to dowolny podzior B jest M,, mie-
rzalny, wiec rowniez jesli pu(A,,) = 0 to dowolny podzbér A, jest p-mierzalny.
Oznacza to ze dla dowolnego M;-mierzalnego A,, mamy

Ml(Am) = ﬂ(Am) = Cian(B)
czyli
M, (B) = My (Ap)e = [[ M1(A)
=1

czyli dostaliémy pomocniczy wynik dla m. A wiec na mocy zasady indukcji
mamy réwnosé dla m = n, czyli wszyskie A; moga by¢ dowolnymi zbiorami M;-
mierzalnymi dodatniej miary. Jesli ktory$ z A; ma miare 0 to przedstawiamy go
jako przekroj zbioréw dodatniej skoniczonej miary i otrzymujemy wynik stosujac
Lemat 2.11. (]

Lemat 5.9 Jesli p jest miarg takg zZe dla dowolnej kostki K postaci K =
(a1,b1) X <+ X (ap,by) mamy u(K) = M,(K) to na zbiorach borelowskich
jest rowna M,,. Jesli ponadto dowolny podzbior zbioru p miary O jest mierzalny
to u jest rowna M, dla zbiorow M, mierzalnych.

Dowdd. Pierwsza czes¢ wynika z Lematu 3.7. Mianowicie, rodzina kostek
jest zamknieta na iloczyny, kazda kostka ma miare skoniczong i R™ jest przeli-
czalng sumg kostek. Dowdd drugiej czesci jest podobny do drugiej czesci Lematu
3.8 O

Lemat 5.10 Jesli S jest macierzq n-wymiarowq to dla zbioréw mierzalnych A
w R™ mamy

M, (SA) = |det(S)| M, (A4).
Podobnie M, (A + z) = M, (A) dla dowolnego x € R™.
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Dowdéd. Druga czes¢ wynika z Lematu 5.9, bo obie strony sa miarami ta-
kimi 7e miara kostki to jej objetosé. Zauwazmy ze jesli pierwsza czesé lematu
zachodzi dla macierzy Sy i So to zachodzi tez dla produktu S1.55. A wiec wystar-
czy pokazac¢ ze dowolna macierz jest produktem macierzy dla ktérych zachodzi
wynik. Jesli macierz S jest diagonalna i ma niezerowe elementy na diagonali to

H(A) = | det(S)] "' M, (S 4)

jest miara taka ze miara kostki to jej objeto$¢, a wiec réwna sie M,, co daje
wynik dla takich macierzy. Jesli S ma zero na diagonali, to obraz S ma miare
zero, det(S) = 0, wiec wynik zachodzi bo obie strony réwnosci sa zerami. Jesli
S. jest macierzg dwuwymiarows, postaci

1 ¢
(0 7)
to dla ¢ > 0 obraz prostokata (ai,b1) X (az,b2) to rownolegtobok o podsta-
wie dlugosci (by — a1) 1 wysokosci by — by. Jedli c(by — b1) < (b1 — a1) to
rownolegtobok mozna przedstawié¢ jako sume trapezu i trojkata. Przesuwajac
trojkat otrzymamy jako sume prostokat. A wiec miara rownolegloboku jest
roéwna mierze oryginalnego prostokata. Jesli wysokosé réwnolegtoboku jest zbyt
duza by ten argument zastowowaé bezposrednio, to mozna go pociac na paski,
tzn. przedtawi¢ jako sume réwnoleglobokéw o malej wysokosci i zastosowaé
argument do kazdego paska z osobna. Podobnie gdy ¢ < 0. Oznacza to ze do
miary p1(A) = Ma(S.A) mozna zastosowaé¢ Lemat 5.9 co daje wynik dla tej ma-
cierzy. Jesli macierz S ma jedynki na diagonali i tylko jeden niezerowy element
poza diagonala to rozumowanie jest takie same jak dla macierzy S. (tylko dwie
wspolrzedne odgrywaje role, na pozostalych macierz dziala jak identycznosé).
Dowolna macierz gérnotréjkatna U mozna przedstawié¢ jako produkt macierzy
diagonalnej i macierzy majacych jedynki na diagonali i tylko jeden niezerowy
element ponad diagonala, a wiec dostajemy wynik dla macierzy gérnotrojkat-
nych. Podobnie dostaniemy wynik dla macierzy dolnotréjkatnych L z jedynkami
na diagonali. Dla macierzy permutacyjnych P, tzn. takich ktére tylko zamie-
niaja miejscami wspolrzedne wynik jest jasny, bo |det(P)| = 1 i P zachowuje
objetos¢ kostek. Uzywajac eliminacje Gaussa dowolna macierz nieosobliwg S
mozna zapisa¢ jako
S=LUP

gdzie L jest dolnotréjkatna z jedynkami na diagonali, U jest gérnotrdjkatna,
za$ P jest macierzg permutacyjna. A wiec wynik zachodzi dla macierzy nie-
osobliwych. Jesli S jest osobliwa, to obraz S jest podprzestrzenia mniejszego
wymiaru, wiec ma miare 0, | det(S)| = 0 i wynik zachodzi. O

6 Calka Lebesge’a

6.1 Calka z funkcji nieujemnych

Niech X bedzie przestrzenia z miara p. Na poczatku bedziemy catkowaé funk-
¢je nieujemne, a wiec bedziemy zajmowaé sie funkcjami mierzalnymi f : X —
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[0, 0], tzn. dopuszczamy funkcje przyjmujace wartosé oo i przyjmiemy konwen-
cje ze Ooo = 0.

Definicja: Funkcje mierzalna f : X — [0, 00) nazywamy funkcja prosta jesli
przyjmuje tylko skoniczenie wiele wartosci.

Lemat 6.1 Suma, iloczyn i maksimum dwu funkcji prostych jest funkcjq pro-
stq. Jesli roznica dwu funkcji prostych jest nieujemna to jest funkcjg prostg.
Ogdlniej, dowolna operacja dwuargumntowa od funkcji prostych da funkcje pro-
stqg o ile wynik jest nieujemny. Ioczyn funkcji prostej przez dodatniq statg jest
funkcjg prostq.

Dowod. Jedli fi przybiera k wartosci za$ fs przybiera [ wartosci to dowolna
operacja dwuargumentowa zastosowana do f; i fo da co najwyzej kl wartosci.
Podobnie iloczyn f; i stalej przybiera co najwyzej k wartosci. O

Lemat 6.2 Niech f : X — [0, 00] bedzie funkcjg mierzalng. Istnieje cigg funkcyi
prostych f,, takich zZe f, < fni1 i dla kazdego x € X
lim f,(x) = f(x).

n— oo
Dowod: Niech A, = {z: £ < f(2) <ELY B, ={z: f(z) >n}i

n?—1

1
hn(z) = nlp, + — > kla,,.
k=1

Zapis pokazuje ze h,, jest funkcja prosta. Latwo zauwazy¢ ze h,(x) < f(x).
Ponadto h,(x) — f(z). Mianowicie, jesli f(z) = oo to h,(z) = n — oco. Jesli
n > f(z) t0 hy(x) < f(2) < hy(x) + L, czyli |f(z) — hn(z)] < 2 — 0, a wiee

n?

rzeczywiscie
nhﬁngo hn(z) = f(x).
Teraz bierzemy f,(z) = max(hi(x),..., hn(z)). O

Lemat 6.3 Jesli f jest funkcjg prostg to istnieje liczba naturalna n, liczby rze-
czywiste ¢; > 0, 1 = 1,...,n i zbiory niepuste roztgczne A;, i = 1,...,n takie

ze c; < Cit1 1
n
f = E CilA,i-
i=1
Liczba n, ¢; i A; sq jednoznacznie wyznaczone przez f.

Dowdd: Niech S bedzie zbiorem niezerowych wartosci przyjmowanych przez
f. Po uporzadkowaniu S = {¢;} gdzie ¢; < ¢;41. Niech 4, = {x: f(z) = ¢} =
F~1({ei}). Z definicji A; sa roztaczne. Dla dowolnego = wartos¢ f(z) to albo 0,
albo jedno z ¢;. Jesli f(x) to 0 to x nie nalezy do zadnego A;, wiec suma wyzej
wynosi 0 i zachodzi réwnosé. Jesli f(x) =c¢,tox € A, ix ¢ A; dlaj # i, wiec
suma ma tylko jeden niezerowy skladnik i warto§¢ wynosi ¢; czyli tez mamy

27



rownosé. Pozostaje pokazaé jednoznacznos$é. Jako ze A; sa niepuste i roztaczne
to ¢; pojawig sie jako wartosci f i beda to wszystkie niezerowe wartosci f. A
wiec zbior {c¢;} jest wyznaczony jednoznacznie. Poniewaz ¢; sa uporzadkowane
to ciag ¢; jest tez wyznaczony jednoznacznie. Wreszcie roztacznosé A; implikuje
ze Ay ={x: f(z) = ¢} O

Definicja: Jesli B C X jest mierzalny, f jest funkcja prosta to catke z f po

B definiujemy jako:
B i=1

gdzie A; i ¢; sa jak w Lemacie 6.3.

Komentarz: Ta notacje stosujemy gdy jest jasne wzgledem jakiej zmiennej
chcemy catkowaé. Jesli chcemy wyraznie zaznaczy¢ zmienna wzgledem ktorej
catkujemy to zamiast [ f piszemy

[ r@duto)

[t

jesli catkowanie jest wzgledem miary Lebesgue’a.

lub

Lemat 6.4 Jesli f i g sq funkcjami prostymi za$ E;, i = 1,...,n sq roztgcznymi
zbiorami mierzalnymi, £ = UZL:1 E; to

)L
/E(f+g)=/Ef+/Eg-

Dowdod: Niech f = 2521 ajla, bedzie zapisem f z Lematu 6.3. Wtedy

k
/ F=Y " cin(Bin Ay)
B =

n n k k n
Z/ F=Y > euENA) = ¢y uEinA)=
= i=1j=1 j=1 =1
k
S euEnA) = [ f

co daje pierwsza réwnos¢. Aby pokaza¢ druga niech g = Z§=1 bilp, bedzie
zapisem ¢ z Lematu 6.3 i niech E; ; = EFNA;NB,. Dlax € E; ; suma f(z)+g(z)
jest stata i przymuje warto$¢ a; + b;. A wigc jak zapiszemy f + g zgodnie z
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Lematem 6.3 i uzyjemy definicje calki, to tylko jeden sktadnik w calce bedzie

niezerowy i
[E,,(“g) (aj +bi)u(Ei ) / f+/

V)

Lecz E; ; sa roztgczne i U - I; ; = E, wigc na mocy pierwszej czesci

[+ :ii%&ﬂ/&jy):

j=11i=1

_zkalj/ f+ZZ/ R

j=1i=1 i j=11i=1

Lemat 6.5 Jesli E C X jest mierzalny, f i g sq funkcjami prostymi i f(x) <
g(x) dla kazdego x to [, f < [, g.

Dowod: Niech h =g — f. Wtedy h >0, [L,h>01

[o-fre o= [

Definicja: Jesli E C X jest mierzalny i f : X — [0,00] jest mierzalna to
catke z f po F definiujemy jako

-

gdzie supremum przebiega funkcje proste h takie ze 0 < h < f. Jesli f jest
funkcja prosta to na mocy Lematu 6.5 supremum jest osiagniete dla f = h, a
wiec ta definicja zgadza sie z poprzednia.

|r=[re

Catka po E zalezy tylko od warto$ci f na E.

Lemat 6.6

Dowdd: Dla funkeji prostych réwnosé wynika wprost z definicji. Jesli f jest
mierzalna zag h < f i h jest funkcjg prosta to hlg < flg i hlg tez jest funkcja
prosta. Wiec

/f:sup/h:sup/hlES sup /h:/flE.
E h<fJE h<f 9<flEe
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Jedli h < flg i h jest funkcja prostg to h = hlg i h < f, czyli

/flE: sup /h: sup /hgsup/h:/f
h<flg h<flg JE h<fJE E

co lacznie daje rownoséé. Druga czesé jest wnioskiem z pierwszej. O

Uwaga: Powyzszy lemat oznacza ze w rozumowanich teoretycznych zwykle
mozna sie¢ ograniczy¢ do catki po calym X.
Oznaczenie: Jesli E = X to zamiast [, f bedziemy pisa¢ [ f

Lemat 6.7 Niech f: X — [0, 00] bedzie funkcjg mierzalng. Jesli N = {f(x) #
0} jest miary O to ff = 0. Przeciwnie, jesli ff = 0 to istnieje zbior mierzalny

N miary 0 taki ze f(z) =0 dla x ¢ N.

Dowod: Jesli h jest funkcja prosta taka ze h < fih = ¢;14, jest zapisem
h ze Lematu 6.3, to € A; oznacza ze f(x) # 0, a wiec A; C N, czyli u(A;) =0.

Dalej
[ =Y cmta) =0

[#=sw [n=0

Jesli {z: f(x) # 0} = {z: f(z) > 0} ma miare dodatnia, to mamy

czyli

o f(@) > 0y = Jta s @) > )

i=1

a wiec na mocy Lematu 2.11 istnieje ¢ takie ze
1
A=A{z: f(z) > g}

ma miare dodatnia. Niech h = %1,4. Wtedy h < f i

/h:%u(A)>O

czyli [ f>0. U

Na mocy Lematu 6.7 przy obliczaniu catek mozemy pomijaé zachowanie f
na zbiorach miary 0. W szczegélnosci catka moze by¢ skoriczona nawet jesli
f(x) = co dla niektoérych x, o ile zbioér takich = jest miary 0.

Lemat 6.8 Jesli f < gto [f< [g.

Dowéd: Wynika to bezposrednio z definicji, bo supremum w defincji catki z
f jest brane po mniejszym zbiorze niz supremum w definicji calki z g. O
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Lemat 6.9 (Twierdzenie o zbieinosci monotonicznej) Jesli f, : X — [0, 0] sq
mierzalne, f,(x) < fni1(2) dla dowolnego x i dla kazdego x mamy lim, o fn(z) =

f(z) to
dm [ 5= [

Dowod. Zauwazmy ze skoro f, tworza ciag niemalejacy i f jest granica f,
to fn(z) < f(z) dla dowolnego z. Oznacza to ze [ f, < [ f. Ponadto [ f, jest
ciggiem niemalejacym, wiec granica calek istnieje i

lim hé/ﬁ

Niech h < f bedzie funkcjg prosta. Z Lematu 6.3 h = Zle c;la,. Nieche >0
bedzie mniejsze of ¢; i niech B; , = {z € A; : f,(x) > ¢;—¢}. Dlaz € A; mamy
f(z) > h(z) = ¢;. Jako ze f,(x) — f(x) to istnieje n takie ze f,(z) > ¢; —e.
czyli v € B; . A wiec A; = J,, Bijn. Niech h,, = Zle(ci —¢)lp,,. Wtedy
hy, jest funkcja prosta i h,, < f,. Zauwazmy ze B;, C B; 41, & wiec na mocy
Lematu 2.11 mamy
w(A;) = lim p(Bini1)
n—oo

wiec
k
/ﬁn%§]q—QM&y

Niech t = Zle w(A;). Jesli t < oo to powyzsza rownosc oznacza ze
/hn — —ct + /h

lim hz—a+/n
n—oo

czyli jako ze f, > hy,

Jako ze € > 0 jest dowolnie mate to

lim fn > /h.
n— oo

/hn—>oo

lim hz/h
n— o0

Jako ze h < f jest dowolna funkcja prosta to powyzsza nieréwno$¢ oznacza ze

Jesli t = oo to

i rowniez

lim hZ/f

n—00

co razem z otrzymang na poczatku nieréwnoscig przeciwna daje réwnosé. [
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Lemat 6.10 Jesli f,g: X — [0,00] sg mierzalne to

Jt+a=[1+[s

Dowo6d: Niech f,, bedzie ciggiem funkcji prostych monotonicznie zbieznym
do f, zas g, bedzie ciggiem funkcji prostych monotonicznie zbieznym do g.
Wtedy f., + g jest ciagiem funkcji prostych monotonicznie zbieznym do f+g i

JG+a =t [(rutg=tm [ 1.+ 1w [0~ [1+ [

Gdzie druga réwnosé wynika z Lematu 6.4 a pozostale z Lematu 6.9. O

Lemat 6.11 (Twierdzenie Fubiniego) Niech X = R" x RF = R"**  Niech
flz,y) : X — [0,00] bedzie funkcjq mierzalng i niech N bedzie zbiorem takich x
ze funkcja f(x,y) jest mierzalna jako funkcja zmiennej y. Wiedy R™ — N jest
zbiorem miary 0, funkcja ¢(x) = fyeRk f(x,y) jest mierzalna na N i

/sz/N<z>(a:>.

Dowd6d: Najpierw rozwazmy f postaci 14 gdzie A jest zbiorem borelowskim.
Zauwazmy ze przy ustalonym z funkcja 14(x,y) jest borelowsko mierzalna jako
funkcja y (mozna ja potraktowaé jako superpozycje wlozenia y — (z,y) ktore
jest ciagte z 14(x,y)). Jesli funkcja ¢(x) jest mierzalna to piszemy

v(A) = /N o(x).

Pokazemy ze v jest miara. Aby zaznaczy¢ zalezno$é ¢ od A bedziemy pisac
¢pa(x). Zauwazmy najpierw ze jesli A = B x C dla B borelowskiego w R™
miary skonczonej i C' borelowskiego w R miary skoriczonej to dla kazdego
ustalonego x € R™ funkcja 14(x,y) jest albo réwna 1¢ albo réwna 0. Ponadto
pa(x) = Mp(C)lp(z), a wiec ¢4 jest mierzalna. A wiec dla A tej postaci
v(A) jest zdefiniowane i v(A) = M, (B)Mi(C) = My1+x(A). Niech T bedzie
rodzing A jak wyzej (czyli produktow kartezjariskich zbioréw borelowskich miary
skoriczonej).

Jesli A jest podzbiorem X takim ze v(A) < coi B C Aiv(B) jest okreslone
to ]-A—B = 1A*]-B i

pa—p(r) = da(z) — ¢(B) ()

czyli ¢ 4o_p jest mierzalna, wiec v(A — B) jest okreslone (i v(A — B) = v(A) —
v(B)).

Ustalmy D € T. Niech A; bedzie ciagiem zbioréw takim ze v(A;) jest okre-
§lone, A; C A;41 1 A =;2, A;. Dla kazdego ustalongo  mamy 14,(z,y) —
1a(z,y), wiec na mocy Lematu 6.9 mamy ¢4, () — ¢a(x), a wiec ¢4 jest
mierzalna, czyli v(A) jest okreslona i v(A;) — v(A). Stosujac Lemat 3.6 z
L bedacym rodzing podzbioréw A C D takich ze v(A) jest okreSlone i S =
{ANF : A e T} widzimy ze zalozenia sa spelnione wiec L jest o-algebra. Na
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mocy Lematu 3.7 widzimy ze v(A) = Mp4+ix(A) dla A € L. Jako ze T zawiera
baze zbioréw otwarych w X, to £ zawiera wszystkie podzbiory borelowskie D.
A wiec v jest okreslone dla dowolnego ograniczonego zbioru borelowskiego A
i v(A) = M,+1(A). Dowolny zbiér borelowski jest suma wstepujacego ciagu
zbioréw borelowskich ograniczonych wiec v jest okreslone dla dowolnego zbioru
borelowskiego A i ma mocy Lematu 2.11 dalej mamy v(A) = M, 1 (A).

Niech A bedzie dowolny zbiorem mierzalnym. Wtedy na mocy Lematu 5.4
istnieja zbiory borelowskie F'i G takize F C A C G i M4+ (G — F) = 0. Niech
Z = A — F. To co pokazaliSmy wyzej oznacza ze v(G — F) = 0, czyli

[éa-rtr=0

a wiec na mocy Lematu 6.7 istnieje zbior N taki ze M, (R"—N) =01 ¢g_r(z) =
0 dla x € N. Jeszcze raz uzywajac Lemat 6.7 widzimy ze dla ustalonego z € N
funkcja 1g_p(z,y) jest rézna od 0 tylko dla y ze zbioru miary zero. Lecz
1z < lg_F, czyli 1z(x,y) jest rézna od 0 dla y z podzbioru zbioru miary 0,
a wiec 1z(x,y) jest mierzalna, bo dowolny podzbiér zbioru miary 0 jest My
mierzalny. Ponadto ¢z(z) = 0 dla ¢ € N, czyli ¢z jest mierzalna. Jako ze
1a = 1p + 1z to 14(x,y) jest mierzalne dla x € N i ¢4 = ¢p + ¢z jest
mierzalne na N. Ponado

/1A:Mn+k<A):MnM(F):/N<z>F:/N<¢F+¢Z>:/N¢A

czyli lemat zachodzi dla f postaci 14. Jesli f jest funkcja prosta to f =
S cila, 1stosujac juz udowodniong cze$¢ widzimy ze istnieja zbiory N; takie
ze 14,(z,y) jest mierzalne wzgledem y dla y € N i M,(R™ — N;) = 0. Niech
N =", N;. Wtedy

M,(R" = N) < M,(R" = N;) =0
1=1

idlaz € N widzimy ze f(z,y) = >_iv, ¢;1a,(x,y) jako suma funkcji mierzalnych
jest mierzalna. Nastepnie

b1(2) = Y ciooa, (x)
=1

wiec
/. asf(x):ici /. asAi(a:):iciMm(Ai): s

A wiec Lemat zachodzi gdy f jest funkcja prosta. Wreszcie niech f bedzie
mierzalna. Wtedy istnieje ciag funkcji prostych f; monotonicznie zbiezny do
f. Z juz dowiedzionej czesci dla kazdego i istnieje zbior mierzalny N; taki ze
dla z € N; funkcja fi(z,y) jest mierzalna jako funkcja y. Niech N = |J;2; N;.
Mamy

o0
M,(R" — N) < ZM”(R" —N;)=0
=1
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Dla z € N funkcja f(z,y) jest mierzalna jako funkcja y bo jest monotoniczna
granica funkcji mierzalnych. Nastepnie, na mocy Lematu 6.9 przy ustalony x
mamy ¢y, (x) — ¢r(z) i zbieznosé jest monotoniczna wiec jeszcze raz uzywajac

Lemat 6.9 mamy
/¢f($)=.1im/¢fi=.1im/ fz:/ f
N 1—00 N 1— 00 X X

co daje wynik dla f. O

Lemat 6.12 Niech f : R™ — [0,00] bedzie funkcjg mierzalng i niech A C
R = {(2,9) : 0 <y < f(x)} bedzie zbiorem punktow lezgcych pod wykresem
f- Wtedy

Myald) = [ 1.

Dowodd. Stosujemy Lemat 6.11 do funkeji g(x,y) = 14. Dla ustalonego z
mamy g(z,y) = ljo, () (y) czyli

¢@%:/g@wwy:/hwumw@:f@)

M) = [1a= [ o) = [ ).

6.2 Calka z funkcji dowolnego znaku

Teraz rozwazmy dowolna funkcje mierzalng f : X — [—o00,00]. Niech fi(z) =
max(f(x),0) i f—(z) = min(f(z),0). Mamy f(z) = f=(z)+ f—(z). Powiemy 7e
f ma catke jesli co najmniej jedna z [ fi i [ —f_ jest skoriczona. Zaréwna fy
jak i —f_ sa nieujemne, wiec dla nich catka jest zdefiniowana. Jesli f ma catke

to piszemy
[i=]r[-r

Powiemy ze f jest catkowalna jesli [ f4 i [ —f_ obie sa skonczone.

Lemat 6.13 Funkcja mierzalna f : X — [—o00, 00] jest catkowalna wtedy i tylko
wtedy gdy [ |f| < co.

Dowod: [ |f|= [ fi+ [ —f-. 0

Lemat 6.14 Jesli f i g sq catkowalne, za$ a,b € R to af + bg jest catkowalna.
Jesli o f zaktadamy tylko Ze ma catke to af + bg ma catke. Ponato

/(af+bg):a/f+b/g.
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Dowdd: Bez utraty ogolnosci mozemy przyjac ze a,b > 0. Dalej, |af + bg| <

al f +blgl, wiec
[lar+vg1<a f171+5 [ 1ol <o

czyli af + bg jest catkowalna. Niech h = af + bg. Mamy hy < afy + bgy, czyli
s=afy+bgy—hy > 0. Podobnieaf_+bg_ < h_,czylit=h_—af_—bg_ > 0.
Na mocy Lematu 6.10 mamy

o[ tvb o= [arovto = [nis [
a/—ff-l—b/—g,:/—(aff—i—bg,):/—h,-i-/t.
Mamy tez

h=af+bg=aft+af-+bgy +bg— = (afy +bgy) + (af- +bg-) =
= (het+8)+ (he —t) = (hy +h_) + (s —1).
Jako ze h = hy + h_ oznacza to ze s —t =0, czyli [ s = [t. Teraz

fofonfs-
G [ re4b [or- [o-@[-r4b [ -9~ [0-
o[ 1o~ [r4u[o - [-ar=a [+ [0

Argument w przypadku gdy o f zakladamy tylko ze ma calke jest podobny. [

Lemat 6.15 (Fatou) Jesli f,, sq funkcjami mierzalnymi i instnieje funkcja cal-
kowalna h taka ze f, > h, to

/ liminf f, < liminf / fn
przy czym catki wyzej istniejq.

Dowo6d: Zauwazny ze f, —h > 0. A wiec zastepujac f, przez f, —h mozemy
zaklada¢ ze f, > 0. Daje to natychmiast teze o istnieniu calek. Nastepnie

biorac g; = inf,>; f, mamy
. <1 .
/9] > :lgfj/fn

liminf f,, = sup g;.
J

Na mocy Lematu 6.9 mamy

/liminffn = Sup/gj < sup inf /fn = liminf/fn.
j i nzi
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Lemat 6.16 (Twierdzenie o zbieznosci ograniczonej) Jesli f,, jest ciggiem funk-
cji catkowalnych zbieinym w kazdym punkcie za wyjgtkiem byé moze zbioru
miary 0 i takim Ze istnieje funkcja catkowalna h ze |fr| < h, to

[1im g, =tim [ .

Dowéd. Usuwajac z X podzbiér miary 0 nie zmienie catek, wiec moge za-
ktadac¢ ze f, zbiegaja w kazdym punkcie. Stosujac Lemat 6.15 do f otrzymuje

J1im [ 5, <tiwint [ .

Dla —f Lemat 6.15 daje

/lim/fn > limsup/fn.

A wiec

lim sup / fn <liminf / fn
co oznacza ze mamy roéownosé i istnieje granica catek. Ponadto oznacza to ze w
obu nieré6wnosciach wyzej mamy réwnosé. O

Lemat 6.17 (Twierdzenie Fubiniego) Niech X = R" x RF = R"**_ Niech
flz,y) : X — R bedzie funkcjg catkowalng i niech N bedzie zbiorem takich x
ze funkcja f(x,y) jest mierzalna jako funkcja zmiennej y. Wiedy R™ — N jest

zbiorem miary 0, funkcja ¢(x) = fyeRk f(x,y) jest mierzalna na N i

Lszj;/ﬂaw@m.

Dowéd: Jest to bezposredni wniosek z Lematu 6.11.

6.3 Calka na przestrzeni euklidesowej
Lemat 6.18 Jesli f jest mierzalna w pewnym otoczeniu x i limsup,_,, fly) =

a to limsupy,_,q, %f(wﬂc-i-h] f<a.

Dowdd. Ustalmy € > 0. Z definicji granicy gornej istnieje § > 0 takie ze
fly) <a+edlay € (x,2+0). Poniewaz f jest ograniczona z gory na przedziale
(z,z 4 0), to calka istnieje i dla h < § mamy

/ f<hla+e).
(z,z+h]

to oznacza ze

) 1
lim sup — f<a+e.
h—04 h (z,z+h]

Poniewaz ¢ jest dowolne daje to wynik. O
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Lemat 6.19 Jesli f jest funkcjq ciggta, F jest funkcjq pierwotng dla f na
przedziale [a,b] to

f=F(b) - Fla).
(a,b])

Dowdd. Stosujac dwa razy (do f i —f) Lemat 6.18 widzimy ze dla x € (a,b)

mamy .
lim — = f().
i /( e f=f()

Niech ¢(z) = f(a’x] f. Wtedy

o gath) @) 1 _
ﬂ&h-wﬁihAmMﬁ—f@W

Podobnie wyliczamy granice ilorazéw réznicowych z h < 0 co pokazuje ze
@' (x) = f(x). Oznacza to ze ¢ jest funkcja pierwotng dla f, czyli

/ f = 6(b) - éla) = F(b) — Fla).
(a,b])

6.4 Calki z funkcji zespolonych

Jesli f 1 X — C jest funkcjg mierzalna, to f = g + ih gdzie g,h : X — R sa
czedcig rzeczywista i urojona f. g i h s mierzalne. Powiemy ze f jest catkowalna
jesli g i h sa catkowalne. Wtedy piszemy

[1=[se:]>

Lemat 6.20 Jesli c € C i f jest catkowalna to cf jest catkowlna 1

fo-ef

Dowéd: Niech c=a+ibz a,b € R.
cf = (a+1ib)(g +ih) = (ag — bh) + i(bg + ah).

Jesli f jest catkowalna to g i h sa catkowlne, wiec z wtasnosci catek rzeczywistych
réwniez ag — bh i bg + ah sa catkowlne, wiec cf jest calkowalna. Dalej

/cf:/(ag—bh)-i-i/(bg—l—ah):a/g—b/h+ib/g+ia/h:

:(a+ib)/g+(ia—b)/h:(a+z’b)/g+(a+ib)i/h:

v (fori[1)=e] s
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Lemat 6.21 f jest catkowalna wtedy i tylko wtedy gdy

[in1<.
YEEN

Dow6d. Oczywiscie |g| < |f| i |h| < |f], wiec [|f] < oo implikuje catkowal-

nos¢ g i h. Ponadto
w1 o< [lo1< [1n1

Wybieram « tak by |a| =11 [ f| = R(a [ f). Wtedy

[ 1= [ 1=1R([api< [lai= [ 111

Nastepnie, |f| < |g| + |h|, a wiec calkowalnosé f implikuje [ |f] < oo. O

Ponadto

7 Miary na przestrzeniach topologicznych

Lemat 7.1 Niech f bedzie funkcjg rzeczywistg na X, za$ p* miarg zewnetrzng
na podzbiorach X. Jesli dla dowolnych s,t, takich ze s < t i dla dowolnych
A,B C X takich ze AC {x: X : f(z) < s}, BC{z:X: f(x) >t} zachodzi
w* (AU B) = p*(A) + p*(B) to zbiory {z : X : f(z) < s} sq p*-mierzalne.

Dowo6d. Niech E = {z: X : f(z) < s}. Musimy pokazaé¢ ze dla dowolnego
A C X mamy p*(A) = p*(ANE) + p* (A — E). Ustalmy A. Podaddytywnosé
miary zewnetrznej daje nieréwnosé p*(A) < p*(ANE)+u*(A— E) wiec musimy
pokazac nierowno$¢ przeciwna: p*(A) > p*(ANE)+u*(A—FE). Jedli p*(A) = oo
to ta nieré6wno$é¢ jest spelniona, wiec w dalszym ciagu mozemy zakladac¢ ze
w*(A) < oo. Niech ciag t, bedzie malejacy i zbiezny do s, np. t, = s+ 1/n.
Niech By = An{z: f(z) > t1}, B, = AN{z : tp41 < f(z) < t,} dlan > 0.
Mamy Ba, C {2 : f(z) < tan}, za$ p*(Ul—y Bai) C {2 : f(x) > tan_1}, a wiec
z zalozenia

n n—1 n—1
(| Bai) = 1" (Ban U | Bai) = 5" (Ban) + 1 (| Bai)
i=0 i=0 i=0

i indukcyjnie
n

M*(U Bs;) = Zu*(Bm)-
i=0

=0
Jako ze |J;_, Ba2i C A to



a wiec szereg » .o, pu*(B2;) majac wspolnie ograniczone sumy czesciowe jest
zbiezny. Podobnie szereg Y .° ) u*(Ban1) jest zbiezny, czyli szereg Y2 ) u* (B;)
jest zbiezny. Niech € > 0. Wybieramy m tak ze > .- p*(B;) < e. Niech
C=An{z: f(z) > t,}. Z zalozenia

WANEUC)=p"(ANE)+ u*(C).

Lecz A—EcC CUlJ;2,, Bi- A wiec

p(A—FE) <p*(C)+ ZN*(Bi) <p(C) +e.

Razem
wWANE)+u*(A—FE) < u*(ANE)+u*(C)+e = p*(ANEUC) +¢e < u*(A)+e.
Jako ze € byl dowolny mamy

W(ANE) + 1" (A - E) < g (A).

Nosnik supp(f) definiujemy jako domkniecie {z : f(x) # 0}. Przez C.(X)
oznaczmy przestrzen funkcji ciagtych o no$niku zwartym na przestrzeni topolo-
gicznej X.

Lemat 7.2 Niech X bedzie przestrzeniq lokalnie zwartq, U; C X, 1 = 1,2 bedg
otwarte, K C Uy U Uy zwarty. Wtedy istniejg funkcje ciggte hy i hy takie zZe
supp(h;) CU;, 0 < hi(z) <1 i hi(z)+ he(z) =1 dlax € K.

Dowdd: Przyjmiemy za znane ze jesli x € X, U jest otoczeniem x to istnieje
funkcja f taka ze 0 < f(y) < 1, f(z) = 1, supp(f) C U. Dla kazdego x € K
wybieramy otocznie W, tak by W, C U, dla pewnego i (wystarczy wybraé Uy
jesli x € Uy za$ Us w pozostalych przypadkach). Nastepnie wybieramy f, tak
by 0 < f.(y) <1, fo(x) =1, supp(f) C U, i bierzemy V,, = {y : f.(y) > 0}. V,
sa pokryciem K, wiec mozna z nich wybra¢ podpokrycie skoticzone V., ..., V,, .
Niech I = {i : supp(fs,) C Ui} iniech wy = 32,c; fo,, w2 = Y01 foy w =
w1 + wa.

{y:w(y) >0y =V, 0 K

a wiec t = infyex w(y) > 0. Teraz bierzemy v = max(w,t), h1 = w1/u, ha/u.
Na K mamy v = w = wy + we czyli hy(z) + ho(z) = (w1 (x) + wa(z))/w(x) =
w(x)/w(x) = 1. Oczywiscie supp(h;) = supp(w;), zas

supp(w1) = | supp(fz,)

i€l

jako ze dla i € I mamy supp(f,,) C Uy to supp(w;i) C Uy. Podobnie dla wy. O
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Lemat 7.3 Niech X bedzie przestrzeniq zwartg a ¢ funkcjonatem liniowym do-
datnim na C(X). Wtedy istnieje doktadnie jedna miara p na podzbiorach bore-
lowskich X taka Ze

o5 = [ fau
dla f € C(X) i dla dowolnego borelowskiego A C X mamy

n(A) = sup 1K)

gdzie K przebiega zwarte podzbiory A.

Dowdéd: Najpierw zauwazmy ze jesli taka miara istnieje to jest jedyna. Mia-
nowicie, jesli K jest zwarty, U otwarty zas f € C(X) takaze 0 < f <1, f(z) =1
dla z € K, supp(f) C U to

n(K) < /fdu < ()

Dla dowolnego zwartego K C U taka funkcja istnieje na mocy Lematu 7.2. Na
mocy warunku

uw(U) = sup p(K)
KcU

mamy wiec

wU) = St;p o(f)

gdzie f € C(X) przebiega f takie ze 0 < f < 11 supp(f) C U. Oznacza
to ze dla zbioréw otwartych miara u jest zdefiniowana jednoznacznie. Lecz
w(X) = ¢(1) < oo idla zwartych K mamy u(K) = u(X — K). Jako ze X — K
jest otwarty p jest jednoznacznie zdefiniowane dla zbioréw zwartych. A wiec na
mocy warunku

n(A) = sup p(K)
KCA

1 jest tez jednoznacznie zdefiniowana dla zbioréw borelowskich.

Aby pokazaé istnienie p na podzbiorach X zdefiniujemy miare zewnetrzng
w*. Jedli U jest zbiorem otwartym to wyzej pokazaliSmy ze jest tylko jeden
sposob zdefiniowania i, wiec uzywamy ten wzor dla p*(U):

w(U) = Sl}p o(f)

gdzie f € C(X) jest takie ze 0 < f(x) < 1isupp(f) CU.
Jesli A jest dowolnym podzbiorem X to definujemy

p(A4) = inf p(U)

gdzie U przebiega zbiory otwarte zawierajace A.

Oczywiscie jesli U; C Uy sa zbiorami otwartymi to na mocy pierwszego
okreslenia p*(Uy) < p*(Usz), a wiec drugie okreslenie daje ten sam wynik co
pierwsze, czyli p* jest dobrze zdefiniowana i spelnia pu*(A4;) < p*(As) dla Ay C
Ag. Zauwazmy ze p*(X) = ¢(1) < oo, wiec dla dowolnego A mamy p*(A4) < oo.

Pokazemy ze p* jest miara zewnetrzna. Niech U i Uz beda zbiorami otwar-
tymi a f € C(X) funkcjg taka ze 0 < f(z) < 1, supp(f) C U; UUs. Niech K =
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supp(f). Wybieramy hq i ho jak w Lemacie 7.2 i bierzemy f1 = h1f, fo = haf.
Teraz 0 < f; <1, suppf; C U; wiec z definicji p* mamy ¢(f;) < p*(U;). A wiec

o(f) = o(f1) + o(f2) < p*(Ur) + p* (Uz).

Biorac supremum po f mamy wiec
p*(UrUls) < p*(Ur) + p (Ua).

Inducyjnie, jesli Uy, ... U, sa otwarte to

n n

H*(U Us)

i=1 =

IN

W (Us).

Niech teraz Uy, Us, ... bedzie nieskoniczonym ciagiem zbioréw otwartych, U =
Uiz, Ui, zas f € Co(X) jest takie ze 0 < f <1, K = supp(f) C U. Jako ze K
jest zwarty zas U; tworza pokrycie K to istnieje n taki ze K C U?Zl U;. A wiec

Dalej, niech A; C X beda dowolne i niech A = (J;2| A;. Jesli Yoo ) p*(4;) = o0

nieré6wnosé -
W) £ 3 (A)
jest oczywista. W przeciwnym niech ¢ > 0. Dla kazdego A; wybieramy U; takie

ze A; C U; i p*(U;) < p*(A;) 427 %. Niech U = |J;2, U;. Na mocy poprzednie]
nier6wnosci mamy

prU) <D prU) <Y (1w (A)+27%) =e+ Y pr(A)
=1 =1 =1

a wiec

czyli p* faktycznie jest miarg zewnetrzna.

Pokazemy teraz ze je$li f jest ciagla funkcja rzeczywista na X to zbiory
postaci {z : f(z) < s} sa mierzalne. Mianowicie, niech s < ¢, Ay C {z: f(z) <
sy, Ay C {x : f(x) > t}. Niech r = (t + s)/2. Jesli U jest otwarty taki ze
Ay U Ay C U to bierzemy Uy = UN{z: f(z) <r}, U =UNn{x: f(x) > r}.
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Wtedy U; sa otwarte i A; C U;. Niech € > 0 bedzie dowolne. Mamy p*(U;) >
w*(4;). Z definicji p*(U;) istnieja f; € C(X) takie ze 0 < f; < 1, supp(f;) C U;
io(fi) > p*(U;) —e > p*(A;) —e. Niech f = f1+ fo. Jako ze U; sa roztaczne to
supp(fi) sa rozlaczne i 0 < f < 1. Réwniez supp(f) = supp(f1)Usupp(fz) C U.
Dalej

A(f) = d(f1) + o(f2) > p (A1) + p*(Ag) — 2e.
A wiec p*(U) > p* (A1) + p*(A2) — 2. Jako ze € byto dowolne to

1(U) 2 1 (Ay) + 1* (As).

Jako ze U jest dowolnym zbiorem otwartym zawierajacym A; U Ay to
P (AL U Az) > p*(Ar) + p*(Az).

Nieréwnos¢ przeciwna zachodzi bo p* jest miarg zewnetrzna, czyli
pr(Ar U Ag) = p*(Ar) + p"(Az).

Jako ze A; byl dowolnym podzbiorem {z : f(z) < s} a Ay byl dowolnym
podzbiorem {z : f(x) >t} to zalozenia Lematu 7.1 sa spelnione i wnioskujemy
stad ze faktycznie zbiory postaci { : f(z) < t} dla ciagtych f sa mierzalne.
Jako dopelnienie zbiory otwarte postaci Uy = {z : f(z) > 0} sa mierzalne dla
f € C(X). Dowolny zbiér otwarty W jest sumg zbioréw postaci Uy. Niech
teraz otwarty W bedzie suma (by¢ moze nieprzeliczalng) mierzalnych zbioréow
otwartych W,. Niech f; € C.(X) bedza takie ze 0 < f; <1, supp(f;) C Wi

o(f;) > p* (W) —277

Jako ze supp(f;) jest zwarty to istnieje skoniczony podzbiér I; zbioru indeksow
taki ze
supp(f;) € () Wa-

a€l;

Niech J = J;Z, ;. Wtedy J jest przeliczalny i biorac G =, ; Wo mamy

acJ
(W NG) > of;) = p (W) — 279,
Jako ze zachodzi to dla dowolnego j to
1w (WNG) > (W),

Lecz
pr(WnNG) < p (W)

czyli
wWnG)=p (W)

G jest przeliczalng suma zbioréw mierzalnych, wiec jest mierzalny. Z warunku
mierzalno$ci mamy

wrW) =p (WnaG)+p(W-G)

czyli
wr(W-G)=0.
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Teraz, jesli B jest dowolnym zbiorem to pu*(BN (W —G)) =01
W(BNG) < ' (BAW) < g*(BNG) + (BN (W — G)) = " (BN G)

czyli
pw(BNG)=p"(BNW).

Na mocy mierzalnosci G
i*(B) = u* (B - G) + u*(BNG).
7 réwnosci wyzej
p'(B)=p (B=G)+p (BOW) = p*(B=W)+pu (BOW)
7 podaddytywnosci dostajemy nieréwnosé przeciwna, czyli
p(B) = p*(B—=W)+p (BOW).

Jako ze B byl dowolny oznacza to ze W jest mierzalny. Skoro pokazaliSmy ze
otwarte podzbiory X sa p* mierzalne to réwniez podzbiory borelowskie X sa
©* mierzalne. A wiec obciecie p miary zewnetrznej p* do zbioréw borelowskich
jest miara. Trzeba spradzi¢ ze p spelnia wymagania.

Z definicji dla dowolnych B € X mamy

p'(B) = inf 4" (U)

gdzie U przebiega zbiory otwarte. Lecz p(X) < oo wiec dla borelowsko mierzal-
nych A biorac B = X — A mamy

p(A) = p(X) — p(B) = p(X) — Sup p(U) = inf(p(X) — p(U)) = inf p(X ~U)

gdzie U przebiega zbiory otwarte zawierajace B = X —A. Lecz wtedy K = X—-U
przebiega zbiory domnkniete, a wiec zwarte takie ze K C A. Czyli

p(d) = inf u(K)

gdzie K przebiega zbiory zwarte.
Pozostaje pokaza¢ ze dla ciagltych f mamy

o) = [ tan

Ustalmy f € C(X) taka ze 0 < f(z) < 1. Niech € > 0, n > 0 bedzie catkowite
i niech U; = {z : f(z) > i/n}. Niech f; € C(X) beda takie ze 0 < f; < 1,
supp(fi) C Ui i o(fi) > p(U;) —e. Wtedy jeslii/n < f(z) < (i+1)/ntox € U;
dlaj=1,...,4czyli Y 1y, =1, czyli

IS @) < @) < (014 Y 1)

A wiec

n

[ fin< [0 St ) = ) + Y u(i).

i=1
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Z definicji f; mamy

czyli

Razem

o(f) > / fap — - p(X) ~ e

Jako ze n > 0 i € byly dowolne to

dﬂz/}w.

Lecz p(X) = ¢(1), czyli [1dp = ¢(1). Stosujac teraz poprzednia nieréwnosé
do 1 — f mam

L/Mu=/hm—/ﬁ—fwu=ﬂh—/ﬁ—fwu2MU—¢O—ﬂ=¢U)

czyli ¢(f) < [ fdp co oznacza ze

o5 = [ fau

dla 0 < f < 1. Obie strony sa liniowe wiec mnozac przez liczbe moge zastapic¢
warunek 0 < f <1 przez 0 < f < M dla dowolnego M. Dodajac wielokrotno$é
stalej moge zastapi¢ warunek 0 < f < M przez N < f < M dla dowolnych
N, M. Lecz X jest zwarta wiec ciagla f jest ograniczona, czyli dla dowolnego
f znajde N, M takie ze warunek jest spelniony. Czyli

o) = [ sau

dla dowolnego f € C(X). O

Dla przestrzeni lokalnie zwarych sytuacja jest bardziej skomplikowana. Mia-
nowicie w niektérych przypadkach warunki

pd) = mf wU)

gdzie U przebiega zbiory otwarte i

n(A) = sup u(K)

gdzie K przebiega zwarte wykluczaja sie wzajemnie. Mianowicie, niech X bedzie
nieprzeliczalng suma kopii odcinka [0, 1]. Funkcja o nosniku zwartym jest rézna
od 0 tylko na skonczenie wielu odcinkach. Funkcjonal ¢ definiujemy jako catke
wzgledem miary Lebesque’a. Caltkujemy tylko po tych odcinkach na ktoérych f
nie jest tozsamosciowo zerem i dodajemy wyniki. Zauwazmy ze zbioér otwarty U
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ktory przecina nieprzeliczalnie wiele odcinkéw jest miary nieskoriczonej, mianicie
istnieje € > 0 taki ze jest nieprzeliczalnie wiele odcinkow I takich ze p(UNI) >
€. Rozwazmy teraz zbiér Z ktoéry ma z kazdym odcinkiem tylko jeden punkt
wspélny. Z jest domkniety a wiec borelowski. Dowolny podzbior zwarty Z jest
skoniczony, wiec

sup p(K) =0

KCZ
gdzie K przebiega zbiory zwarte. Je§li U jest zbiorem otwartym zawierajacym
Z to U ma niepusty przekr6j z dowolnym odcinkiem i jak zauwazylidmy jest
miary nieskoriczonej. Czyli

U:%%UM(U) -

gdzie U przebiega zbiory otwarte. A wiec jeden warunek méwi ze Z ma by¢
miary 0, drugi ze miary nieskoniczonej. Z punktu widzenia teorii calkowania
bardziej naturalne jest przyjecie ze Z jest miary 0, co robimy nizej.

Lemat 7.4 Niech X bedzie przestrzeniq lokalnie zwartq a ¢ funkcjonatem li-
niowym dodatnim na C.(X). Wtedy istnieje doktadnie jedna miara p na pod-
zbiorach borelowskich X taka Ze

o5 = [ i
dla f € C.(X) i dla dowolnego borelowskiego A C X mamy

n(A) = sup, u(K)

gdzie K przebiega zwarte podzbiory A.

Dowdd: Identycznie jak w Lemacie 7.3 pokazujemy ze p jest jednozancznie
zdefiniowana na zbiorach otwartych. Lecz jesli K jest zbiorem zwartym, to
biorac f € Co(X) taka ze f(z) =1dlax e KiU = {z: f(x) > 1/2} mamy
w(U) < oo. Niech V =U — K. Wtedy u(K) = u(U) — p(V) jest jednoznacznie
zdefiniowana. A wiec na mocy warunku

1(A) = sup p(K)
KcCA
1 jest tez jednoznacznie zdefiniowana dla zbioréw borelowskich.

Dla dowodu istnienia najpierw zdefniujemy p na zbiorach otwartych U o
domknieciu zwartym. Mianowicie, jesli K = U jest zwarty to jak wyzej biorac
h € Cu(X) takie ze 0 < H < 1, h(z) = 1 dla € K definujemy funkcjo-
nal dodatni ), na C(supp(h)) wzorem ¥, (f) = ¢(hf). Stosujac Lemat 7.3
do v, otrzymujemy miare v, na supp(h). Ograniczajac v, do podzbiorow U
otrzymujemy miare uy spelniajaca warunki twierdzenia dla f € C.(U). Z jed-
noznacznosci wynika ze je§li U C V' i V ma domkniecie zwarte to py obciete
do podbioréw U jest réwne py. To jednoznacznie definiuje p dla wszystkich
zbioréw borelowskich o domknieciu zwartym (ze wzgledu na lokalng zwartosé
przestrzeni taki zbior jest zawarty w zbiorze otwartym o domknieciu zwartym),
przy tym spetniony jest warunek

o) = [ fau
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dla f € C.(X).
Teraz definiujemy p dla dowolnych borelowskich A wzorem

n(A) = sup wANU)

gdzie U przebiega zbiory otwarte o domknieciu zwartym. Jesli A jest zawarty
w pewnym otwartym U o domknieciu zwartym to nowa definicja zgadza sie ze
starg a wiec p jest dobrze zdefiniowana dla zbiorow borelowskich. Na mocy
Lematu 7.3 dla miar vy,
vp(A) = sup v, (K)
KCA

gdzie K przbiega zbiory zwarte. Jako ze miara uy zgadza sie z odpowiednim
v, na podzbiorach U dla otwartch U o domknieciu zwartym i borelowskich A
mamy

wANU) = sup pu(K)
KCANU

czyli

u(ANU) < sup u(K)
KCA

co razem z definicjg p daje

p(A) < sup p(K)
KCA

lecz skoro K C A to u(K) < u(A) i w supremum jest jest rownosc.

Pozostaje poka¢ ze u jest miarg, tzn. pu(lJA;) = >, n(A;) dla roztacznych
borelowskich A;. Przy ustalonym U o domknieciu zwartym g jest miarg na
podzbiorach U wiec

pUNJA)=> uUn4) <> uA).
Przechodzac do supremum mamy

a4 <3 ).

A wiec wystarczy pokaza¢ nieréwno$¢ przeciwng. Jest ona oczywista jesli ktores
1(A;) jest nieskoriczone (wtedy oo = u(A;) < p(lJ 4;)), wiec mozna zaktadac ze
wszystkie p(A;) sa skoficzone. Dla dwu zbioréw A; i A niech e > 0. Wybieramy
U; o domknieciu zwartym tak by

(Ui N A;) = p(A;) —e.

Wtedy U = U; U U; ma domkniecie zwarte, wiec stosujac addytywnosé p dla
podzbioréw U mamy

(U N (A1 U A2)) = (U N A1) + (U N Az) > p(Us N Ar) + p(Usz N A)

> w(Ar) — e+ p(A2) — e = p(Ar) + p(Az) — 2¢

A wiec
n(Ar U Az) > pu(Ar) + p(Az) — 2.
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Jako ze e byl dowolny to
p(ArU Az) = p(A1) + p(Az).
Indukcyjnie

n

UAZZ Ay)

=1

UA ZZ (A

dla dowolnego n a wiec

3

dla dowolnego n. Przechodzac z n do granicy mamy

H(U A;) > ZM(AZ

co razem z pokazana wczesniej nieréwnoscia przeciwnag daje przeliczalnag addy-
tywno$é p i koniczy dowod. O

8 Przestrzenie L?

W dalszym ciagu X bedzie ustalona przestrzenia z miara.

W rozwazaniach dotyczacych calki wygodnie jest traktowa¢ funkcje jako
jeden obiekt abstrachujac od ich warto$ci w punktach. Poniewaz bedziemy
rutynowo pomijaé¢ zbiory miary zero wprodzamy specjang notacje. Méwimy ze
f 1 g sa rowme prawie wszedzie gdy roéznia sie co najwyzej na zbiorze miary
zero. Zamiast pisa¢ stowami prawie wszedzie bedziemy uzywaé skrét p.w.

Dwie funkcje mierzalne traktujemy jako rownowazne wtedy i tylko wtedy gdy
s3 rowne p.w., tzn. réznig sie co najwyzej na zbiorze miary zero. Dodatkowo,
nie musimy wymagac¢ by funkcje byly zdefiniowane wszedzie, wystarczy gdy sa
zdefiniowane p.w., czyli poza zbiorem miary zero.

Definicja: Rzeczywista przestrzen M funkcji mierzalnych to zbiér klas abs-
trakcji funkcji X — R wzgledem relacji rownosci p.w. Przestrzen M jest prze-
strzenig wektorowa nad R z dzialaniami

c[fl = lef],
[f]+ gl = [f + 4]
Na M mozna réwniez zdefiniowaé mnozenie [f][g] = [fg]-

Uwaga: w dalszym ciggu zwykle bedziemy postepowaé tak jakby elementy
M byty funkcjami.

Zastepujac w powyzsze] definicji funkcje o wartosciach rzeczywistych przez
funkcje o wartosciach zespolonych otrzymamy defincje zespolonej przestrzeni
funkcji mierzalnych.

Definicja: Niech p € [1,00). Przestrzen LP to podprzestrzen przestrzeni
funkcji mierzalnych skladajaca sie z takich f ze [|f|P. Na LP definiujemy

nOer WZzorem
1
1l = ( / |f|p>

47



Definicja: Przestrzen L*° to podprzestrzen przestrzeni funkcji mierzalnych
sktadajaca sie z takich f ze istnieje t € R takie ze |f|(z) < ¢ p.w., przy tym
I fllzs to najmniejsze takie t.

Lemat 8.1 Niech c bedzie statq, zas f,g € LP. Wtedy
leflle = lelll £l e,
If +gllee < 1 Fllze + llgllze

Dowo6d: Dla L™ mamy |f|(z) < ||f]lr~ dla p.w. x, |g]|(z) < ||lg|lL~ dla p.w.
x, wiee [ 491(z) < /]|~ +lgll o dlapow. x, cayli [ f+gllz~ < || fllz=-+]glz~.
Podobnie |cf|(x) < |e|||fllpe dla p.w. x, czyli ||cf||pe < |||l flln=- Pozostaje
pokazaé nieréwnosci dla p € [1, 00). Mamy

lefler = ICfI”)}J ~(1er | |f|p>; —1a( |f|p); — (ellflle

a wiec rownosé wyzej jest jasna. Jesli ||f|lz» + ||g]lz» = 0 to zaréwno f jak i
g sa rowne 0 p.w., co oznacza ze rowniez f + g = 0 p.w. co z kolei oznacza
7e ||f + gllz» = 0, i nier6wno$é wyzej jest oczywista. A wiec mozemy zakladaé
ze [fllee + llgllee > 0. =+ |z|P jest funkcja wypukla dla p € [1,00), wiec
laf + BglP < a|fIP + Blg|P dla a i B takich ze o, 3 > 0, a+ 5 =1. A wiec

laef + BglE, = / laf + gl < a / T / 9P = all FI, + BllgIE

Biorac o = ILf]lze — llgllLe mam
4 e +lgliLe? B e +llgllLe

! g f g
1f+ 9l = IIOéa +ﬂBIIip < allall’ip +ﬁ||5||’£p =

o p
= Il + @Ilgll’iﬁ = (IIfllze + lgllzo)?

a wiec
If+gllee <[ fllee + llgll e

Lemat 8.2 (Niercwnosé Héldera) Jesli f € LP i g € L9,
catkowalna i

+ =2 =1to fg jest

141
P q

| [ 191 < 7ol

Dowdéd: Jesli ¢ = oo to p =1 i mamy

| / fol < / fol < / gl 171 = /1121 gl e

Podobnie wynik zachodzi gdy p = oo i ¢ = 1. A wiec dalej mozna zaktadaé
ze p € (1,00). Jedli ||fller = 0, to f = 0 p.w., wiec fg = 0 p.w., wiec fg
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jest catkowlana i zachodzi nieré6wnosé¢ wyzej. Podobnie wynik jest jasny gdy
lgllzr = 0. A wiec jedli trzeba mnozac f przez m i g przez m moge
zaktada¢ ze ||f|l» = |lgllce = 1. Z uogolnionej nier6wnosci miedzy $rednia
arytmetyczng i geometryczng mamy

1 1
fal < Lipp v Ligp
p q
wiec
\/f\</u|<1/vw+1/\p Lz, + gz, = 1= 171w lgl
g| > gl =~ - — [ g = - p T —Gllp =1L = Lr||g||Lr
p q pl BT g

O

Lemat 8.3 Jesli f, € LP i > " | fuller < oo to szereg 3.7 | fulx) jest
zbiezny p.w. i istnieje f € LP takie Ze

k
1f =" falle =0

n=1
dla k — oo.

Dow6d: Jesli p =1 to || fullr = [ | fnl, wiec

[0l =% 100 =X Il < 0
n=1 n=1 n=1

co oznacza ze szereg y ., |fn|(z) jest zbiezny p.w,. co oznacza ze szereg
S0 1 fu(x) jest zbiezny p.w. Jesli A C X jest zbiorem skonczonej miary to
wybierajac ¢ tak by - + ¢ = 1 na mocy Lematu 8.2

[Uﬂ=i/fHASHﬂhAHMha=Hﬂhp(/LQq=Hﬂhw&®3

czyli [, |[fI < C|fllr 2z C = ,u(A)% CO 0znacza ze szereg

iéu

jest zbiezny, czyli jak poprzednio szereg >~ fn(z) jest zbiezny p.w. na A.
Niech A, = {z :|f(z)| >0} i B, ; = {z: |f(z)| > %} Wtedy A, = ;2 Buj-
B, ; jest zbiorem o mierze skoriczonej bo

1
——H Bn,' = /
SuBa) = [

a wiec Y = [J,2| A, jest przeliczalna suma zbioréw o mierze skonczonej. Po-
niewaz na zbiorze o mierze skonczonej Y .- | fn(z) jest p.w. zbiezny, to jest on

@VSL ul? < I < o0

n,j n,j
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rowniez zbiezny p.w. na Y. Dla z ¢ Y mamy f,(z) = 0 dla kazdego n, czyli
szereg Y - | fn(z) sklada sie z samych zer, a wiec jest zbiezny. Lacznie oznacza
to ze szereg Y . fn(x) jest zbiezny p.w, na X. Niech f = >>>°, f.(z) Na
mocy Lematu 6.151 8.1

k k
/|fP:/limi%f|;fn|p glimi%f/|2fn|P:

n=1

k k 0o
= liminf || >l < limigf(z I fallze)? = O 1 falle)?
n=1 n=1 n=1

a wiec
o0
HEETA
n=1
Podobnie i
1F =D fallee < D7 fullee
n=1 n=k+1
czyli
k
1= fuller =0
n=1
dla k — oo. O

Lemat 8.4 LP jest przestrzeniq metryczng zupetng z metrykqe d(f,g) = ||f —
9llzr.

Dowod. d(f,g) =0 oznacza ze ||f —g||L» =0, czyli [|f —g[? = 0. Ale calka
z funkcji nieujemnej jest rowna 0 tylko wtedy gdy funkcja jest p.w. réwna 0,
czyli |f —g| =0 p.w., czyli f =g p.w., czyli f = g jako elementy LP. Dalej

d(f,h) =If = hllee < f = glle + lg = RllLe = d(f,g) + d(g,h)

czyli zachodzi nieréwnos¢ trojkata. A wiec LP jest przestrzenia metryczng i
pozostaje pokazaé ze jest przestrzenig zupelna. Niech f, bedzie ciggiem Cau-
chy’ego w LP. Wybieram k; dlai=1,... tak by k;41 > k; i

”fn - fm”LP < 27"

dla n,m > k;. Niech g; = fr,., — fr;- Mam ||g;||z» < 277, wiec szereg

S lgille <327 =1
=1 i=1

jest zbiezny, a wiec szereg > .-, g; jest zbiezny w LP. Niech h = fx, + > i} g;.
Zauwazny ze h = fi, + Z;iiﬂ gj, czyli

o0 o0 4 4
=1 Y giller < D Ngillee Y 00279 =277

j=i+1 j=i+1 j=i+1

”h_ fki

50



idlan >k

1P = falle <\ fn = fii =27 427 =27

e+ ||h— fr,

a wiec

> (b= follr <2774
n
Poniewaz i jest dowolne oznacza to ze

lim > " [lh = follr =0

czyli f, = h w LP co oznacza ze LP jest zupelna. O

8.1 Przestrzen L?

Dla p = 2 przestrzen LP ma specjalne wlasnosci. Zauwazmy ze wtedy norme
mozna zapisa¢ nastepujaco:

91 = [15 = [ 17

Definicja: Na przestrzeni L? wprowadzamy iloczyn skalarny (f, g) wzorem

)= [ 13
Lemat 8.5 Niech f,g,h € L?, zas a,b € C. Wtedy

If11Z2 = (f. f),
(af +bg,h) = a(f, k) +b(g,h),
(f,ag +bh) =a(f,g) +b(f,h),

(f.9) =9, f)-

Lemat 8.6 Jesli K C L? jest domkniety i wypukty, to w K istnieje element o
minimalnej normie.

Dow6d. Niech ¢ = infrex ||f|lL2. Wybieramy ciag f, € K tak by ¢t =
limy, oo || frllz2. Niech wy , = %(fn + fm). Poniewaz K jest wypukly to
Wym € K1

1
t < [wnmllez < S(1fallee + [ fmllzz) =
dla n,m — oco. Dalej

[tnmliZs = 3Un+ fons ot find = 3 (U S+ U F) + s S + s o)

czyli
4||wn,m||%2 - ”an%Q - ”fmll%2 = <fm7fn> + <fmfm>

o1



Ale
4Hwn,m”%2 - an||2L2 - Hfm”%? —Adt—t—t=21

dla n,m — co. Mamy

||fn 7fm||%2 = <fn 7fm,fn 7fm> = <fn>fn> - <fm,fn> - <fn7fm> + <fmafm> =

= anH%P + ||me%2 - (<fmafn> + <fnafm>) —1+t—-2t=0

dla n,m — oco. A wiec f, jest ciggiem Cauchy’ego czyli jest zbiezny w L? do
pewnego f. Poniewaz K jest domkniety, wiec f € K. W przestrzeni metrycznej
odleglosé jest funkcja ciagla, wiec

[fllz> = d(f,0) = limd(fy,0) = lim || fu[| > = t.

Lemat 8.7 Jesli V. C L? jest podprzestrzeniq domknietq, f € L? to istniejq
g,h € L? takie ze f =g+ h, g €V za§ h jest ortogonalny do V.

Dowéd. Niech K = f+ V. K jest zbiorem domknietym i wypuklym wiec na
mocy Lematu 8.6 w K istnieje element h o minimalnej normie. Niech g = f—h.
Wtedy f = g + h. Elementy K sg postaci f+vzv €V, wiec h = f+ v
dla pewnego v € V. Ale to oznacza ze f —h = f—f—v = —v € V, czyli
g = —v € V. Nastepnie dla v € V i rzeczywistego ¢

|h+tvl7e = (h+tv, b+ to) = [|A][ 22 + 2[v]| 72 + 2tR(A, ).

Funkcja t — ||k + tv||3, osiaga minimum dla ¢ = 0, co jest mozliwe tylko gdy
R(h,v) = 0. Ale rowniez iv € V, czyli 0 = R(h,iv) = —(h,v), czyli lacznie
(h,v) =0, czyli h jest ortogonalny do V. O

Definicja: Odwzorowanie ¢ okre§lone na przestrzeni wektorowej nazywarnwy
funkcjonalem liniowym jesli dla dowonych skalaréw a, b i wektoréw v i w zacho-
dzi réwnosé

d(av + bw) = ad(v) + bop(w)a.

Lemat 8.8 Niech ¢ bedzie funkcjonatem liniowym cigglym na przestrzeni L2.
Wtedy istnieje v € L? takie Ze

o(f) = (f,v)
Dow6d: Niech W = {w € L? : ¢(w) = 0}. W jest podprzestrzenia do-
mknieta. Jesli W = L? to ¢ = 0 i dostaniemy wynik biorgc v = 0. W przeciw-

nym razie wybieramy f tak by ¢(f) # 0. Niech f = g+ h bedzie rozktadem f
na czes¢ z W i czesé ortogonalng do W (Lemat 8.7). Wtedy

o(f) = ¢lg +h) = ¢(g) + ¢(h) = ¢(h)
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bo g e Wi¢(g) =0. Niech v = f?—%h i niech u bedzie dowolnym elementem
P(u

L?. Bioragc t = O] iw=u—th mamy

ZE

$(w) = ¢(u —th) = ¢(u) —t¢(h) =0

czyliw € Wiwu=th+w. Teraz

(u,0) = (th + w,v) = t{h,v) = ¢ ZZ(”% (h, b = to(h) = B(u).
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