
Najpierw poka»emy jednowymiarowe wyniki pomocnicze. Zaczniemy od wer-

sji lematu o warto±ci ±redniej. W dowodzie u»yjemy wa»n¡ wªasno±¢ przestrzeni

unormowanych:

Lemat 0.1 (twierdzenie Hahna-Banacha)) Je±li V jest przestrzeni¡ unormo-
wan¡, V ∗ jest przestrzni¡ sprze»on¡ do V (tzn. V ∗ = B(V,R) jest przestrzeni¡
odwzorowa« liniowych z V w R), v ∈ V , to istnieje φ ∈ V ∗ taki »e ‖φ‖ = 1 i
‖v‖ = φ(v).

Wniosek: Przy zaªo»eniach powy»ej

‖v‖ = sup
‖φ‖≤1

|φ(v)|

Lemat 0.2 Je±li V jest sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ unormowan¡, f :
[a, b]→ V jest funkcj¡ ci¡gª¡ na [a, b] i ró»niczkowaln¡ na (a, b), to

‖f(b)− f(a)‖ ≤ |b− a| sup
t∈(a,b)

‖f ′(t)‖

Dowód. Niech φ ∈ V ∗ speªnia ‖φ‖ ≤ 1 i niech η(t) = φ(f(t)). Wtedy η jest

ci¡gªa na [a, b], ró»niczkowalna na (a, b) i η′(t) = φ(f ′(t)). Na mocy twierdzenia

o warto±ci ±redniej dla funkcji o warto±ciach rzeczywistych mamy

η(b)− η(a) = (b− a)η′(c)

dla pewnego c ∈ (a, b). A wi¦c

|φ(f(b)− f(a))| = |φ(f(b))− φ(f(a))| = |η(b)− η(a)| = |b− a||φ(f ′(c))|

≤ |b− a|‖φ‖‖f ′(c)‖ ≤ ‖f ′(c)‖ ≤ |b− a| sup
t∈(a,b)

‖f ′(t)‖.

Na mocy wniosku z twierdzenia Hahna-Banacha mamy

‖f(b)− f(a)‖ = sup
‖φ‖≤1

|φ(f(b)− f(a))| ≤ sup
‖φ‖≤1

|b− a| sup
t∈(a,b)

‖f ′(t)‖

= |b− a| sup
t∈(a,b)

‖f ′(t)‖.

�

Lemat 0.3 V jest sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ unormowan¡, f : [a, b]→
V jest funkcj¡ ci¡gª¡ na [a, b] i ró»niczkowaln¡ na (a, b), g : [a, b]→ R jest ci¡-
gªa, ‖f ′(t)‖ ≤ g(t) dla t ∈ (a, b) to

‖f(b)− f(a)‖ ≤
∫ b

a

g(t)dt

Dowód: Podobny do poprzedniego. Niech h(t) =
∫ t
a
g(s)ds. Niech φ ∈ V ∗

speªnia ‖φ‖ ≤ 1 i niech η(t) = φ(f(t)) − h(t). Wtedy η jest ci¡gªa na [a, b],
ró»niczkowalna na (a, b) i η′(t) = φ(f ′(t))− g(t). Mamy

|φ(f ′(t))| ≤ ‖φ‖‖‖f ′(t)‖ ≤ ‖f ′(t)‖ ≤ g(t)
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czyli η′(t) ≤ 0. Na mocy twierdzenia o warto±ci ±redniej dla funkcji o warto-

±ciach rzeczywistych mamy

η(b)− η(a) = (b− a)η′(c)

dla pewnego c ∈ (a, b). A wi¦c

η(b)− η(a) ≤ 0

czyli

φ(f(b)− f(a)) ≤ h(b)
Stosuj¡c to samo rozumowanie do −φ mamy

|φ(f(b)− f(a))| ≤ h(b).

Na mocy wniosku z twierdzenia Hahna-Banacha mamy

‖f(b)− f(a)‖ = sup
‖φ‖≤1

|φ(f(b)− f(a))| ≤ h(b) =
∫ b

a

g(t)dt

�

Lemat 0.4 V jest sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ unormowan¡, f : (a, b)→
V jest funkcj¡ k-razy ró»niczkowaln¡, [0, 1] ⊂ (a, b), to

‖f(1)−
k∑
i=0

f (i)(0)

i!
‖ ≤ 1

k!
sup
t∈(0,1)

‖f (k)(t)− f (k)(0)‖.

Dowód. Niech

ηg,l(t) = g(t)−
l∑
i=0

g(i)(0)ti

i!
.

Mamy

η′g,l(t) = g′(t)−
l∑
i=1

ig(i)(0)ti−1

i!
= g′(t)−

l−1∑
i=0

(g′)(i)(0)ti

i!

= ηg′,l−1(t).

Inducyjnie, η
(k)
g,k(t) = g(k)(t)− g(k)(0). Stosuj¡c to do f mamy

η
(k)
f,k(t) = f (k)(t)− f (k)(0).

Nast¦pnie jako »e ηf,k jest k razy ró»niczkowalne to η
(i)
f,k jest ci¡gªa dla i < k.

Teraz piszemy

ηf,k(1) = ηf,k(0) +

∫ 1

0

η′f,k(t1)dt1 =

∫ 1

0

η′f,k(t)

bo ηf,k(0) = 0. Nast¦pnie

η′f,k(t1) =

∫ t1

0

η′′f,k(t2)dt2
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i

ηf,k(1) =

∫ 1

0

∫ t1

0

· · ·
∫ tk−2

0

η
(k−1)
f,k (tk−1)dtk−1 . . . dt1

Stosuj¡c poprzedni lemat do φ(t) = η
(k−1)
f,k (tk−1t) mamy

‖φ(t)‖ = ‖φ(t)− φ(0)‖ ≤ sup
t∈(0,1)

‖φ′(t)‖ ≤ tk−1 sup
t∈(0,1)

‖η(k)f,k‖

= tk−1 sup
t∈(0,1)

‖f (k)(t)‖.

Razem z poprzednim wzorem daje to

‖ηf,k(1)‖ ≤
∫ 1

0

· · ·
∫ tk−2

0

tk−1 sup
t∈(0,1)

‖f (k)(t)‖dtk−1 . . . dt1

=

(∫ 1

0

· · ·
∫ tk−2

0

tk−1dtk−1 . . . dt1

)
sup
t∈(0,1)

‖f (k)(t)‖.

Lecz ∫ 1

0

· · ·
∫ tk−2

0

tlk−1dtk−1 . . . dt1 =
1

l

∫ 1

0

· · ·
∫ tk−3

0

tl+1
k−2dtk−2 . . . dt1

co indukcyjnie daje ∫ 1

0

· · ·
∫ tk−2

0

tk−1dtk−1 . . . dt1 =
1

k!
.

Czyli

‖ηf,k(1)‖ ≤
1

k!
sup
t∈(0,1)

‖f (k)(t)‖

co daje tez¦ lematu. �

Lemat 0.5 V jest sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ unormowan¡, U ⊂ Rn
jest podzbiorem otwartym, f : U → V jest funkcj¡ k-razy ró»niczkowaln¡, x0 ∈
U , v ∈ Rn jest taki »e dla ka»dego t ∈ [0, 1] mamy x0 + tv ∈ U to

‖f(x+ v)−
k∑
i=0

f (i)(x0)

i!
(v, . . . , v)‖ ≤ ‖v‖

k

k!
sup
t∈(0,1)

‖f (k)(x0 + tv)− f (k)(x0)‖.

Dowód. Niech g(t) = f(x0 + tv). Teraz wynik dostajemy z poprzedniego

lematu zastosowanego do g. �
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