Najpierw pokazemy jednowymiarowe wyniki pomocnicze. Zaczniemy od wer-
sji lematu o wartosci $redniej. W dowodzie uzyjemy wazng wlasno$¢ przestrzeni
unormowanych:

Lemat 0.1 (twierdzenie Hahna-Banacha)) Jesli V jest przestrzeniq unormo-
wang, V* jest przestrzniq sprzezong do V (tzn. V* = B(V,R) jest przestrzeniq
odwzorowan liniowych zV wR), v € V, to istnieje ¢ € V* taki ze ||¢p|| = 1 ¢
o]l = ¢(v).

Whniosek: Przy zalozeniach powyzej

[o]l = sup |p(v)]

llpll<1

Lemat 0.2 Jesli V jest skoriczenie wymiarowq przestrzenig unormowang, f :
[a,b] = V jest funkcjq ciagla na [a,b] i rézniczkowalng na (a,b), to

1£(6) = f(@)|| < |b—al sup [If'(t)]
te(a,b)

Dowod. Niech ¢ € V* spelnia ||¢|| < 11 niech n(t) = ¢(f(t)). Wtedy 7 jest
ciagla na [a, b], rozniczkowalna na (a,b) i 9'(t) = ¢(f'(t)). Na mocy twierdzenia
o wartosci §redniej dla funkcji o wartosciach rzeczywistych mamy

n(b) = n(a) = (b—a)y'(c)

dla pewnego ¢ € (a,b). A wiec
6(f(b) — f(a))] = [6(f (D)) — &(f(a)] = [n(b) —n(a)| = |b— alld(f'(c))]
< [b—alllellllf )l < If (@l <[b—al sup [[f' @)

te(a,b)
Na mocy wniosku z twierdzenia Hahna-Banacha mamy

1) = fla)| = sup |o(f(b) = f(a))] < sup [b—a| sup [f'(t)]

lloll<1 llell<1 te(a,b)

=b—al| sup [If' ()]
t€(a,b)

Lemat 0.3 V jest skoriczenie wymiarowq przestrzenig unormowang, f : [a,b] —
V jest funkcjq ciggte na [a,b] i rézniczkowalng na (a,b), g : [a,b] — R jest cig-
gha, [|F'(D)] < g(t) dlat € (a,b) to

b
1£(b) - F(@)] < / o(t)dt

Dowo6d: Podobny do poprzedniego. Niech h(t) = fatg(s)ds. Niech ¢ € V*
spetnia ||¢|| < 1 i niech n(t) = ¢(f(t)) — h(t). Wtedy n jest ciagta na [a,b],
rozniczkowalna na (a,b) i 7/(t) = ¢(f'(t)) — g(t). Mamy

(£ @) < Ml O < I1F O < 9(t)



czyli 7/(t) < 0. Na mocy twierdzenia o wartosci redniej dla funkcji o warto-
Sciach rzeczywistych mamy

n(b) = n(a) = (b —a)n'(c)
dla pewnego ¢ € (a,b). A wiec
n(b) —nla) <0

czyli
o(f(b) = fla)) < h(b)

Stosujac to samo rozumowanie do —¢ mamy

[¢(f(b) = f(a))] < h(b).

Na mocy wniosku z twierdzenia Hahna-Banacha mamy

1£(b) = f(a)ll = sup [¢(f(b) = f(a))| < R(b) =/ g(t)dt

Lemat 0.4 V jest skoriczenie wymiarowq przestrzenig unormowang, f : (a,b) —
V jest funkcjg k-razy rézniczkowalng, [0,1] C (a,b), to

k (4)
@ -3 0 L 9 - p0 ).
1=0

il Lt te(0,1)

Dowéd. Niech

Mamy
1 -1

ig® i—1 7\ (2) i
) = o)~ 30 O gy - 3o WO

= g’ 1-1(t)-
Inducyjnie, 7752@) = g®)(t) — g™ (0). Stosujac to do f mamy

D () = f® () — £(0).

Nastepnie jako ze 1y jest k razy rézniczkowalne to 77;’36 jest ciagla dla ¢ < k.

Teraz piszemy

1 1
nr(1) = 07 (0) + / oy (02)dts = / s 1 (1)
0 0

bo n7,,(0) = 0. Nastepnie

t1
' x(t1) =/ N7k (t2)dt2
0



t1 th_o (e 1)
el // / Mg (tk—1)dlg—1...dt

Stosujac poprzedni lemat do ¢(t) = ](ck 1)(tk 1t) mamy

lo()]l = llo(t) — GO)]| < sup [|¢/ ()] < tx—1 sup [In{]
te(0,1) te(0,1)

=t sup |[[FF(1)].
te(0,1)

Razem z poprzednim wzorem daje to

th—2
gl < [ [t s @t

te(0,1)

1 tp—2
= (/ / tkldtkl...dtl) sup |[F @)
0 0 te(0,1)
1 te_o 1 1 tr—3
// tﬁc_ldtk_l...dtlzf/ / e dty o . dty
0 0 l 0 0

co indukcyjnie daje
[ :
teqdtp_1...dt1 = —.
0 0 k!

1
Inse(If < 57 sup [FARIGI
+ t€(0,1)

Lecz

Czyli

co daje teze lematu. (]

Lemat 0.5 V jest skonczenie wymiarowq przestrzenig unormowang, U C R”
jest podzbiorem otwartym, f : U — V jest funkcjg k-razy rézniczkowalng, xo €
U, v € R" jest taki ze dla kazdego t € [0,1] mamy xo +tv € U to

k
£ (2 +v) — Z

=0

/9 R
W)l <

sup 155 (o + tv) = f& (o).
t€(0,

Dowod. Niech g(t) = f(xg + tv). Teraz wynik dostajemy 7 poprzedniego
lematu zastosowanego do g. O



