Analiza matematyczna 2B, Wyklad 1
Lemat. Jedli Vi W sa wielomiami jednej zmiennej nad cialm i V. = QW + P
gdzie @ jest ilorazem a P reszty z dzielenia V przez W, to NWD(V,W) =
NWD(P, ).
Dowod: NWD(P,W) dzieli P i W, a wiec dzieli rowniez V. Innymi stowy
NWD(P, W) dzieli NWD(V,W). Podobnie NWD(V,W) dzieli V i W, a wie
dzieli rowniez P, czyli dzieli NWD(P, W). O

Ten lemat prowadzi do algorytmu Euklidesa obliczania NWD(P, W):
1. Oblicz reszte P z dzielenia V przez W
2. Jesli P =0 to W daje wynik.

3. W przeciwnym razie zastap pare (V, W) przez (W, P) i przejdz do kroku
1.

Sledzac jak wielomiany w kolejnych krokach algerytmu Euklidesa wyrazaja sie
w terminach oryginalnych wielomianéw V' i W otrzymamy wielomiany A i B
takie ze

NWD(V,W) = AV + BW

W szczegolnosei, jesli NWD(V, W) =1to 1 = AV + BW.

Definicja. Jesli wielomian P = [[/, P} i P, sa parami wzglednie pierwsze
i kazdy z P, nie ma pierwiastkow wielokrotnych, to taki rozklad nazywamy
rozktadem bezkwaratowym.

Przyklad: P = (2* — 3)(z + 5)® (tutaj wielomian P, = 1).

Uwaga: Rozklad na czynniki liniowe moze wymagaé¢ powiekszenia ciata. Ale
algorytm Euklidesa produkje dzielnik pracujac w oryginalnym ciele. Czyli naj-
wiekszy wspolny dzielnik wielomianéw nie zalezy od ciala nad ktérym go obli-
czamy.

Uwaga: Rozktad bezkwadratowy mozemy obliczy¢ wielokrotnie obliczajac wspolne
dzielniki. Dokladniej, jesli rozktad bezkwadratowy P wynisi P = []\", P!, to

m

G=NWD(P,P)=][ P

i=2
iG=ZL=T1[",P codaje NWD(G,P)=[[", Pii P = Cf@p
Lemat. Jesli f = R/P, i P ma rozklad bezkwadratow =TT,

istnieja wielomiany 51T takie ze

T
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Dowdéd: Potrzebujemy réwnosé
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Zauwazmy ze W jest wielomianem i jest wzglednie pierwszy z V. Teraz:

!
(H’”TP‘l> (T/+TZIZ ) HP—bT’ +TW) HP—Z
i—2 71

i—2

(T'V+TW)P,  (T'V+TW)P,

P, P P

Nastepnie
S SV SV

PIH Pll_PIH:'riQIDii_?

Czyli potrzebujemy rownosé
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P P P

czyli
R=SV+(T'V+TW)P,

Ta ostatnia réwno$¢ oznacza ze
R:SV+TWP1 modVP1
Poniewaz V i W sa wzglednie pierwsze oraz V i P, sa wzglednie pierwsze to
rowniez V i WP, sa wzglednie pierwsze. A wiec NWD(V,WP)) = 1, czyli
istniejg wielomiany A i B takie ze AV + BW P, = 1. Teraz
R=R(AV + BWP,) = RAV + RBW P,

Niech T bedzie reszta z dzielenia RB przez V zas U bedzie ilorazem. Czyli
RB =UV + T i rownoé¢ wyzej daje

R=RAV + RBWP, = RAV4+UVWP, +TWP, = (RA+UWP)V+TWP,
Niech S = RA+UWP, — T'P,. Teraz

=SV+(TV+TW)P,
czyli znalezliSmy potrzebne S i T O



Przyktad: Chcemy obliczyé:

/x4+2x3—x2—2x—1
ds

(23 42 +1)2

W notacj z lematu mamy Py, =1, V=P, =23 +2+1i

P/
W=(1-2>2V=-Py=-32—1.
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czyli T = —2? —x za$ iloraz U = —5a% — 222 + Lo+ L. Dalej S = RA+

UWP, —T'PL=RA+UW —T'=0. A wiec
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