
Analiza matematyczna 2B, Wykªad 1

Lemat. Je±li V i W s¡ wielomiami jednej zmiennej nad ciaªm i V = QW + P
gdzie Q jest ilorazem a P reszt¡ z dzielenia V przez W , to NWD(V,W ) =
NWD(P,W ).
Dowód: NWD(P,W ) dzieli P i W , a wi¦c dzieli równie» V . Innymi sªowy
NWD(P,W ) dzieli NWD(V,W ). Podobnie NWD(V,W ) dzieli V i W , a wi¦
dzieli równie» P , czyli dzieli NWD(P,W ). �

Ten lemat prowadzi do algorytmu Euklidesa obliczania NWD(P,W ):

1. Oblicz reszt¦ P z dzielenia V przez W

2. Je±li P = 0 to W daje wynik.

3. W przeciwnym razie zast¡p par¦ (V,W ) przez (W,P ) i przejdz do kroku
1.

�ledz¡c jak wielomiany w kolejnych krokach algerytmu Euklidesa wyra»aj¡ si¦
w terminach oryginalnych wielomianów V i W otrzymamy wielomiany A i B
takie »e

NWD(V,W ) = AV +BW

W szczególno±ci, je±li NWD(V,W ) = 1 to 1 = AV +BW .
De�nicja. Je±li wielomian P =

∏m
i=1 P

i
i i Pi s¡ parami wzgl¦dnie pierwsze

i ka»dy z Pi nie ma pierwiastków wielokrotnych, to taki rozkªad nazywamy
rozkªadem bezkwaratowym.
Przykªad: P = (x2 − 3)(x+ 5)3 (tutaj wielomian P2 = 1).
Uwaga: Rozkªad na czynniki liniowe mo»e wymaga¢ powi¦kszenia ciaªa. Ale
algorytm Euklidesa produkje dzielnik pracuj¡c w oryginalnym ciele. Czyli naj-
wi¦kszy wspólny dzielnik wielomianów nie zale»y od ciaªa nad którym go obli-
czamy.
Uwaga: Rozkªad bezkwadratowy mo»emy obliczy¢ wielokrotnie obliczaj¡c wspólne
dzielniki. Dokªadniej, je±li rozkªad bezkwadratowy P wynisi P =

∏m
i=1 P

i
i , to

G = NWD(P, P ′) =

m∏
i=2

P i−1
i

i G̃ = P
G =

∏m
i=1 Pi co daje NWD(G̃, P ′) =

∏m
i=2 Pi i P1 = G̃

NWD(G̃,P ′)
.

Lemat. Je±li f = R/P , i P ma rozkªad bezkwadratowy P =
∏m

i=1 P
i
i , to

istniej¡ wielomiany S i T takie »e∫
f(x)dx =

∫
S

P1

∏m
i−2 P

i−1
i

dx+
T∏m

i−2 P
i−1
i

Dowód: Potrzebujemy równo±¢

R

P
=

S

P1

∏m
i−2 P

i−1
i

+

(
T∏m

i−2 P
i−1
i

)′

1



Mamy(
T∏m

i−2 P
i−1
i

)′
=

(
T

m∏
i−2

P 1−i
i

)′
=

(
T ′ + T

m∑
i=2

(1− i)
P ′i
Pi

)
m∏
i−2

P 1−i
i

Niech V =
∏m

i−2 Pi i

W = V

m∑
i=2

(1− i)
P ′i
Pi

.

Zauwa»my »e W jest wielomianem i jest wzgl¦dnie pierwszy z V . Teraz:(
T∏m

i−2 P
i−1
i

)′
=

(
T ′ + T

m∑
i=2

(1− i)
P ′i
Pi

)
V

m∏
i−2

P−ii = (T ′V + TW )

m∏
i−2

P−ii

=
(T ′V + TW )P1

P1

∏m
i−2 P

i
i

=
(T ′V + TW )P1

P

Nast¦pnie
S

P1

∏m
i−2 P

i−1
i

=
SV

P1

∏m
i−2 P

i
i

=
SV

P

Czyli potrzebujemy równo±¢

R

P
=

SV

P
+

(T ′V + TW )P1

P

czyli
R = SV + (T ′V + TW )P1

Ta ostatnia równo±¢ oznacza »e

R = SV + TWP1 mod V P1

Poniewa» V i W s¡ wzgl¦dnie pierwsze oraz V i P1 s¡ wzgl¦dnie pierwsze to
równie» V i WP1 s¡ wzgl¦dnie pierwsze. A wi¦c NWD(V,WP1) = 1, czyli
istniej¡ wielomiany A i B takie »e AV +BWP1 = 1. Teraz

R = R(AV +BWP1) = RAV +RBWP1

Niech T b¦dzie reszt¡ z dzielenia RB przez V za± U b¦dzie ilorazem. Czyli
RB = UV + T i równo±¢ wy»ej daje

R = RAV +RBWP1 = RAV +UVWP1 + TWP1 = (RA+UWP1)V + TWP1

Niech S = RA+ UWP1 − T ′P1. Teraz

R = (RA+ UWP1)V + TWP1 = (RA+ UWP1 − T ′P1)V + T ′P1V + TWP1

= SV + (T ′V + TW )P1

czyli znale¹li±my potrzebne S i T . �
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Przykªad: Chcemy obliczy¢:∫
x4 + 2x3 − x2 − 2x− 1

(x3 + x+ 1)2
ds

W notacj z lematu mamy P1 = 1, V = P2 = x3 + x+ 1 i

W = (1− 2)
P ′2
P2

V = −P ′2 = −3x2 − 1.

Nast¦pnie, A = − 18
31x+ 27

31 , B = − 6
31x

2 + 9
31x− 4

31 ,

RB = − 6

31
x6 − 3

31
x5 +

20

31
x4 − 5

31
x3 − 8

31
x2 − 1

31
x+

4

31
=

(− 6

31
x3 − 3

31
x2 +

26

31
x+

4

31
)V−x2 − x

czyli T = −x2 − x za± iloraz U = − 6
31x

3 − 3
31x

2 + 26
31x+ 4

31 . Dalej S = RA +
UWP1 − T ′P1 = RA+ UW − T ′ = 0. A wi¦c∫

x4 + 2x3 − x2 − 2x− 1

(x3 + x+ 1)2
ds =

−x2 − x

x3 + x+ 1
.
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