Analiza matematyczna 2B, Wyklad 3
Podstawienia w przypadku przestepnym
Jesli f(x) = R(exp(z)) gdzie R jest funkcja wymierna, to biorac ¢ = exp(x)
mam dt = exp(z)dz = tdx i

[ @ = [ o).

Ogolniej, jesli f(x) = ¢'(x)R(exp(g(z))), to biorac t = exp(g(z)) mam dt =
g (z) exp(g(z))de = ¢'(x)tdx i

[ 1o = [ r)T.

Jesli f = R(sin(x), cos(z)) gdzie R jest funkcja wymierna, to piszac sin(x) =
w , cos(z) = w sprowadzam problem do funkcji zale-
73Cej tylko od exp(zx) dla ktorej dziata poprzednie podstawienie.

Aby unikna¢ obliczen na liczbach zespolonych mozna przestawié¢ sin(x) i cos(x)

w terminach tan(z/2). Mianowicie
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Uzywajac oznaczenia t = tan(z/2) i e = exp(iz) mam
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Uwaga 1. Metoda Hermite’a stosowaé nie tylko do wielomianéw. Mianowicie,
tak naprawde pokazaliSmy ze jesli P; sa parami wzglednie pierwsze i bezkwa-
dratowe zas$ a; # —1 to dla dowolnego wielomianu R istnieja wielomiany S i T
takie ze

m m m
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S'iT mozna wyliczy¢ nastepujaco: niech V =2, P, iW =V Z?Lg(%*’l)%-
Przy pomocy rozszerzonego algorytmu Euklidesa znajdujemy wielomiany A i B
takie ze 1 = AW + BW P;. Nastepnie T to reszta z dzielenia RB przez V za$
U to iloraz (czyli RB=UV +T). Wtedy S = RA+UWP, —T'P;.

Uwaga 2. Jest nieco ogoblniejsza wersja: jesli Py, 7 =1,...,m sa bezkwadratowe
i parami wzglednie pierwszei o; # —1dlai = k+1,...,m, to istnieja wielomiany
SiT takie ze
m k m m
/RH Pridy = /s 112 II Ptz + T PRt
i i=1 i=k+1 i=1

Podstawienia sprowadzajace calki do funkcji wymiernych

Ogolng catke algebraicza mozna zapisa¢ nastepujaco: I = [ R(z,y)dy gdzie R
jest funkcja wymierna od z i y, za$ y spelia rownanie postaci P(x,y) = 0 gdzie
P jest wielimianem od z i y. Np.

/\/lx_l_ixdx:/R(x,y)dw

dla R(z,y) = % iy =+/1+ x speliajacego rownanie P(z,y) =y — (14+x) =0.
Zbior rozwiazan réwnania P(z,y) nazywamy plaska krzywa algebraiczna. Aby
uniknaé osobliwosci bedziemy zakladaé¢ ze wielomian P(x,y) jest nierozkladalny,
tzn. nie da sie go zapisaé jako produkt dwu niestatych wielomianéw. W szcze-
gblnosci oznacza to ze nasza krzywa algebraiczna jest nierozktadalna, tzn. nie
da sie jej zapisa¢ jako sumy dwu krzywych.

Uwaga: Nad liczbami rzeczywistymi moze sie zdarzy¢ ze zbior rozwiazan P(x,y)
0 jest pusty, np. dla P(x,y) = 2? + y? + 1. Nad liczbami zespolonymi wielo-
mian P jest wyznaczony jednoznacznie przez zbior rozwiazan (uwzgledniajac
nasze zadanie by P byl nierozkladalny, bez niego P i P? maja ten sam zbiér
rozwigzan, ale P? jest rozktadanly).

Krzywa algebraiczng nazywany rodzaju 0 (lub w starszej terminologii jedno-
biezna) jesli istnieja funkcje wymierne s i ¢ takie ze P(¢(z),s(z)) = 0. Mozna
pokazac¢ ze jedli takie s i t istnieja, to istniejg tez takie ze odwzorowanie z —
((t(2),s(z)) jest odwracalne, tzn. istnieje funkcja wymierna u taka ze z =
u(t(z),s(z)). Jesli P zadaje krzywa rodzaju 0, to catke [ R(z,y)dx mozna
sprowadzi¢ do calki z funkcji wymiernej: = = ¢(z), de =t'dz i

/R(x,y)dx = /R(t(z),s(w))t’(z)dz.

Po obliczeniu ostatniej catki wracamy do x,y przy pomocy funkcji w.
Przyktad: Dla P(z,y) = % — (1 +x) mozna wziaé¢ y jako zmienna, tzn. przyjac
s(z) =z, t(z) = 22 — 1. Wtedy t/(2) =2z i
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Uzycie y jako zmiennej dziata jesli y jest pierwiastkiem z wielomianu liniowego.
Ogolniej jesli P(x,y) jest stopnia 1 wzgledem x to mamy P(z,y) = co(y)+c1(y)z
_ co(y)

c1(y)”
homografii:

W szczegblnosci y moze byé pierwiastkiem n-tego stopnia z

_[(axr+D w
vy= cr+d

wtedy P(z,y) = (cx + d)y™ — (ax + b) czyli jest stopnia 1 wzgledem x.

iz =

Piszac \/(z — z1)(z — 22) = (z — 1),/ 2=1* mozemy sprowadzi¢ calki od pier-
wiastka z trojomianu kwadratowego do calek z funkcji wymiernych, choé¢ w
praktyce wygodniejsze sg podstawienia w formie podanej przez Eulera.
Podstawienia tego typu dziataja dla wszystkich funkcji zwigzanych z dana krzywa,
ale nie istnieja dla krzywych rodzaju réznego od 0.

Fakt. Jesli y = /Q(x) gdzie @ jest wielomianem stopnia n to odpowidnia
krzywa jest rodzaju [%5] gdzie || oznacza czesé catkowita.

2
W szczegolnoscei dla

1
/ N

mamy pierwiastek z wielomianu stopnia 4 co daje rodzaj 1 i odpowiednia za-
miana zmiennych nie istnieje.

Uwaga. Fakt 7e nie istnieje zamiana zmiennych dobra dla wszystkich funkcji
zwigzanych z dang krzywa nie wyklucza istnienia zamiany dla niektérych funkcji,

np.

23
dx
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mozna sprowadzi¢ do calkowania funkcji wymiernych.
Literatura: Np. Fichtenholz, tom 2 par 3.



