
Analiza matematyczna 2B, Wykªad 3

Podstawienia w przypadku przest¦pnym

Je±li f(x) = R(exp(x)) gdzie R jest funkcj¡ wymiern¡, to bior¡c t = exp(x)
mam dt = exp(x)dx = tdx i∫

f(x)dx =

∫
R(t)

dt

t
.

Ogólniej, je±li f(x) = g′(x)R(exp(g(x))), to bior¡c t = exp(g(x)) mam dt =
g′(x) exp(g(x))dx = g′(x)tdx i∫

f(x)dx =

∫
R(t)

dt

t
.

Je±li f = R(sin(x), cos(x)) gdzie R jest funkcj¡ wymiern¡, to pisz¡c sin(x) =
exp(ix)−exp(−ix)

2i , cos(x) = exp(ix)+exp(−ix)
2 sprowadzam problem do funkcji zale-

»¡cej tylko od exp(ix) dla której dziaªa poprzednie podstawienie.
Aby unikn¡¢ oblicze« na liczbach zespolonych mo»na przestawi¢ sin(x) i cos(x)
w terminach tan(x/2). Mianowicie

tan(x/2) =

exp(i x2 )−exp(−i
x
2 )

2i
exp(i x2 )+exp(−i x2 )

2

=
exp(ix2 )− exp(−ix2 )
i(exp(ix2 ) + exp(−ix2 )

=
exp(ix)− 1

i(exp(ix) + 1)

U»ywaj¡c oznaczenia t = tan(x/2) i e = exp(ix) mam

it =
e− 1

(e+ 1)

czyli ((e+ 1)it = e− 1, czyli e(it− 1) = −(1 + it) czyli

e =
1 + it

1− it
.

St¡d

2i sin(x) = e− 1

e
=

1 + it

1− it
− 1− it

1 + it
=

4it

1 + t2

czyli

sin(x) =
2t

1 + t2

Podobnie

cos(x) =
1− t2

1 + t2

Wreszcie dt = 1
2 cos2( x

2 )
dx. Lecz

4 cos2(
x

2
) = (exp(i

x

2
) + exp(−ix

2
))2 =

= exp(ix) + 2 + exp(−ix) = 2(1 + cos(x))

wi¦c dt = 1
1+cos(x) i

dx =
2

1 + t2
.
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Uwaga 1. Metoda Hermite'a stosowa¢ nie tylko do wielomianów. Mianowicie,
tak naprawd¦ pokazali±my »e je±li Pi s¡ parami wzgl¦dnie pierwsze i bezkwa-
dratowe za± αi 6= −1 to dla dowolnego wielomianu R istniej¡ wielomiany S i T
takie »e ∫

RP−11

m∏
i=2

Pαi
i dx =

∫
SP−11

m∏
i=2

Pαi+1
i dx+ T

m∏
i=2

Pαi
i .

S i T mo»na wyliczy¢ nast¦puj¡co: niech V =
∏m
i=2 Pi iW = V

∑m
i=2(αi+1)P

′

Pi
.

Przy pomocy rozszerzonego algorytmu Euklidesa znajdujemy wielomiany A i B
takie »e 1 = AW + BWP1. Nast¦pnie T to reszta z dzielenia RB przez V za±
U to iloraz (czyli RB = UV + T ). Wtedy S = RA+ UWP1 − T ′P1.
Uwaga 2. Jest nieco ogólniejsza wersja: je±li P1, i = 1, . . . ,m s¡ bezkwadratowe
i parami wzgl¦dnie pierwsze i αi 6= −1 dla i = k+1, . . . ,m, to istniej¡ wielomiany
S i T takie »e∫

R

m∏
i

Pαi
i dx =

∫
S

k∏
i=1

Pαi
i

m∏
i=k+1

Pαi+1
i dx+ T

m∏
i=1

Pαi+1
i .

Podstawienia sprowadzaj¡ce caªki do funkcji wymiernych

Ogóln¡ caªk¦ algebraicz¡ mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co: I =
∫
R(x, y)dy gdzie R

jest funkcj¡ wymiern¡ od x i y, za± y speªnia równanie postaci P (x, y) = 0 gdzie
P jest wielimianem od x i y. Np.∫

x√
1 + x

dx =

∫
R(x, y)dx

dla R(x, y) = x
y i y =

√
1 + x speªniaj¡cego równanie P (x, y) = y− (1+ x) = 0.

Zbiór rozwi¡za« równania P (x, y) nazywamy pªask¡ krzyw¡ algebraiczn¡. Aby
unikn¡¢ osobliwo±ci b¦dziemy zakªada¢ »e wielomian P (x, y) jest nierozkªadalny,
tzn. nie da si¦ go zapisa¢ jako produkt dwu niestaªych wielomianów. W szcze-
gólno±ci oznacza to »e nasza krzywa algebraiczna jest nierozkªadalna, tzn. nie
da si¦ jej zapisa¢ jako sumy dwu krzywych.
Uwaga: Nad liczbami rzeczywistymi mo»e si¦ zdarzy¢ »e zbiór rozwi¡za« P (x, y) =
0 jest pusty, np. dla P (x, y) = x2 + y2 + 1. Nad liczbami zespolonymi wielo-
mian P jest wyznaczony jednoznacznie przez zbiór rozwi¡za« (uwzgl¦dniaj¡c
nasze »¡danie by P byª nierozkªadalny, bez niego P i P 2 maj¡ ten sam zbiór
rozwi¡za«, ale P 2 jest rozkªadanly).
Krzyw¡ algebraiczn¡ nazywany rodzaju 0 (lub w starszej terminologii jedno-
bie»n¡) je±li istniej¡ funkcje wymierne s i t takie »e P (t(z), s(z)) = 0. Mo»na
pokaza¢ »e je±li takie s i t istniej¡, to istniej¡ te» takie »e odwzorowanie z 7→
((t(z), s(z)) jest odwracalne, tzn. istnieje funkcja wymierna u taka »e z =
u(t(z), s(z)). Je±li P zadaje krzyw¡ rodzaju 0, to caªk¦

∫
R(x, y)dx mo»na

sprowadzi¢ do caªki z funkcji wymiernej: x = t(z), dx = t′dz i∫
R(x, y)dx =

∫
R(t(z), s(x))t′(z)dz.

Po obliczeniu ostatniej caªki wracamy do x, y przy pomocy funkcji u.
Przykªad: Dla P (x, y) = y2−(1+x) mo»na wzi¡±¢ y jako zmienna, tzn. przyj¡c
s(z) = z, t(z) = z2 − 1. Wtedy t′(z) = 2z i∫

x√
1 + x

dx =

∫
2z
z2 − 1

z
dz = 2

∫
(z2 − 1)dz =

2

3
z3 − 2z + C

2



=
2

3

√
1 + x

3 − 2
√
1 + x+ C = (

2

3
x− 4

3
)
√
1 + x+ C

U»ycie y jako zmiennej dziaªa je±li y jest pierwiastkiem z wielomianu liniowego.
Ogólniej je±li P (x, y) jest stopnia 1 wzgl¦dem x to mamy P (x, y) = c0(y)+c1(y)x

i x = − c0(y)c1(y)
. W szczególno±ci y mo»e by¢ pierwiastkiem n-tego stopnia z

homogra�i:

y =

(
ax+ b

cx+ d

) 1
n

wtedy P (x, y) = (cx+ d)yn − (ax+ b) czyli jest stopnia 1 wzgl¦dem x.

Pisz¡c
√
(x− x1)(x− x2) = (x− x1)

√
x−x2

x−x1
mo»emy sprowadzi¢ caªki od pier-

wiastka z trójomianu kwadratowego do caªek z funkcji wymiernych, cho¢ w
praktyce wygodniejsze s¡ podstawienia w formie podanej przez Eulera.
Podstawienia tego typu dziaªaj¡ dla wszystkich funkcji zwi¡zanych z dan¡ krzyw¡,
ale nie istniej¡ dla krzywych rodzaju ró»nego od 0.
Fakt. Je±li y =

√
Q(x) gdzie Q jest wielomianem stopnia n to odpowidnia

krzywa jest rodzaju [n−12 ] gdzie [] oznacza cz¦±¢ caªkowit¡.
W szczególno±ci dla ∫

1√
(1− x2)(1− kx2)

dx

mamy pierwiastek z wielomianu stopnia 4 co daje rodzaj 1 i odpowiednia za-
miana zmiennych nie istnieje.
Uwaga. Fakt »e nie istnieje zamiana zmiennych dobra dla wszystkich funkcji
zwi¡zanych z dan¡ krzyw¡ nie wyklucza istnienia zamiany dla niektórych funkcji,
np. ∫

x3√
(1− x2)(1− kx2)

dx

mo»na sprowadzi¢ do caªkowania funkcji wymiernych.
Literatura: Np. Fichtenholz, tom 2 par 3.
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