
Analiza matematyczna 2B, Wykªad 4

Ciaªa ró»niczkowe

Przy badaniu bardziej skomplikowanych wyra»e« wygodnie jest traktowa¢ funk-
cje przest¦pne jak zmienne. Np.

f =
x exp(x)

1 + exp(x)

traktujemy jako funkcj¦ wymiern¡ zmiennej exp(x) o wspóªczynnikach b¦d¡cych
funkcjami wymiernymi od x. Symbolicznie f ∈ K(exp(x)) gdzie K = Q(x).
Na funkcjach które rozwa»emy mo»emy wykonywa¢ opracje arytmetyczne: do-
dawanie, odejmowanie, mono»enie i dzielenie. Oznacza to »e zbiór funkcji które
rozwa»amy stanowi ciaªo. Funkcje mo»emy ró»niczkowa¢, co ª¡cznie daje nam
ciaªo ró»niczkowe.
Wykonalno±¢ dzielenia wi¡»e si¦ z tym »e dopuszczamy punkty gdzie funkcja
ma osobliwo±¢, np. f(x) = 1/x ma biegun dla x = 0. Równie» istotne jest
to »e mno»¡c dwie funkcje ró»ne od zera dostaniemy niezerow¡ warto±¢ (poka-
zali±my »e tak¡ wªasno±¢ dla funkcji rozwijaj¡cych si¦ w szeregi pot¦gowe, ale
dla szerszych klas funkcji mo»e ona nie zachodzi¢). Dokªadniej, zakªadamy »e
zbiór funkcji z którymi mamy do czynienia jest ciaªem, co wyklucza pewne klasy
funkcji. Np. wyklucza to warto±¢ bezwzgl¦dn¡, bo

(|x| − x)(|x|+ x) = 0

Wa»n¡ klas¡ funkcji s¡ funkcje elementarne. Intuicyjnie, funkcje elementarne
otrzymujemy ze zmiennej x, funkcji wykªadniczej i logartmucznej przez opera-
cje algebraiczne i skªadanie. Operacje algebraiczne oznaczj¡ zarówno dziaªania
arytmetryczne jak i rozwi¡zanie równa« wielomianowych, w szczegóªno±ci pier-
wiastki. Precyzyjna de�nicja jest nieco inna:
1. De�nicja. Ciaªo ró»niczkowe K nazywamy rozszerzeniem elementarnym
ciaªa F je±li istniej¡ elementy θ1, . . . , θn ∈ K takie »e K = F (θ1, . . . , θn) i pisz¡c
Fi(θ1, . . . , θi−1) dla ka»dego i = 1, . . . , n zachodzi jeden z warunków ni»ej:

• θi jest algebraiczne nad Fi, tzn. istneje wielomian P o wspóªczynnikach
w Fi takie »e P (θi) = 0

• θi = exp(u) dla pewnego u ∈ Fi

• θi = log(u) dla pewnego u ∈ Fi

Przy tym θi b¦dziemy traktowa¢ jako eksponent¦ czy logarytm tylko wtedy
gdy nie zachodzi pierwszy przypadek. Np. f(x) = exp( log(x)2 ) =

√
x traktu-

jemy nie jako eksponente a jako rozwi¡zanie równania f2(x) = x. Podobnie
x = log(exp(x)) nie traktujemy jako logarytm. Ogólniej b¦dziemy zakªada¢ »e
rozwa»anych wyra»e« nie da si¦ zast¡pi¢ prostszymi (tzn. z mniejsz¡ ilo±ci¡
eksponent i logarytmów) lecz równowa»nymi wyra»eniami.
2. De�nicja. Funkcj¦ f nazywamy funkcj¡ elementarn¡ je±li jest elementem
pewnego rozszerzenia elementarnego ciaªa funkcji wymiernych.
3. Przykªad: Niech f(x) =

√
exp(x+ log(x)). f ∈ K = Q(x)(θ1, θ2, θ3) gdzie

θ1 = log(x), θ2 = exp(x+log(x)), θ3 =
√

exp(x+ log(x)). A wi¦c f jest funkcj¡
elementarn¡.
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4. Uwaga: Dla danej funkcji elementarnej f(x) istnieje wiele rozszerze« elemen-
tarnych K ciaªa C(x) takich »e f ∈ K. Mianowicie, maj¡c jedno K mo»emy
do niego doda¢ nadmiarowe elementy. Co gorsza, mo»liwe s¡ ró»ne zapisy tej
samej funkcji. Np. funkcj¦ z poprzedniego przykªadu mo»emy zapisa¢ jako
f(x) =

√
x exp(x), i u»y¢ K = Q(x)(θ1, θ2) dla θ1 = exp(x), θ2 =

√
x exp(x).

Jednak»e maj¡c wyra»enie zadaj¡ce f(x)mo»emy w naturalny sposób zbudowa¢
rozszerzenie elementarne: ka»demu logarytmowi i eksponecie które sie pojawi¡
w f a tak»e ka»demy podwyra»eniu algebraicznemu (jak pierwiastek) przypo-
rz¡dkowujemy generator rozszerzenia. Ró»ne wyra»enia zadaj¡ce f(x) mog¡
wtedy prowadzi¢ do ró»nych rozszerze« elementarnych. Dobrze jest upro±ci¢
wyra»enie przed budow¡ rozszerzenia, tzn. drugie wyra»enia na f jest lepsze bo
prowadzi do mniejszego rozszerzenia.
Gªownym wynikiem o rozszerzeniach elementarnych jest twierzenie Liouville'a-
Ostrowskiego. Zaniem je podamy potrzebujemy troche faktów. Po piersze,
zauwa»my »e je±li θ jest eksponent¡ czy logarytmem, to ró»niczkuj¡c wielomian
czy funkcj¦ wymiern¡ od θ musimy te» ró»niczkowa¢ wspóªczyniki. Je±li P (θ) =∑m
i=0 aiθ

i to

P (θ)′ =

m∑
i=0

a′iθ
i + θ′

m∑
i=1

iaiθ
i−1.

5. Lemat. Je±li P (θ) =
∑m
i=0 aiθ

i jest wielomianem o wspóªczynich w ciele
ró»niczkowym F i θ = log(u) dla pewnego u ∈ F , to stopie« P ′ jest mniejszy
lub równy ni» stopie« P . Je±li przy tym wspóªczynnik przy najwy»szej pot¦dze
jest staªy to stopie« P ′ jest mniejszy ni» stopie« P . Je±li θ = exp(u) dla pewnego
u ∈ F , to stopie« P ′ jest mniejszy lub równy ni» stopie« P .
Dowód: Je±li θ = log(u), to θ′ = u′

u ∈ F . Je±li θ = exp(u), to θ′ = u′ exp(u) =
u′θ. W obu przypadkach θ′ jest wielomianem od θ stopnia co najwy»ej 1. Po-
dany wy»ej wzór na pochodn¡ ma dwa czªony, pierszy jest stonia co najwy»ejm,
drugi to θ′ razy wielomian stopnia m−1. Oba czªony s¡ stopnia mniejszego lub
równego m, a wiec i suma jest stopnia mniejszego lub równego m. Je±li θ jest
logarytmem to drugi czªon jest stopnia m−1. Je±li ponadto wspóªczynniki przy
najwy»szej pot¦dze w P jest staªy to pierwszy czªon jest stopnia mniejszego lub
równego m− 1, a wi¦c i suma jest stopnia mniejszego lub równego m− 1. �

6. Lemat. Zakªadamy P (θ) =
∑m
i=0 aiθ

i jest wielomianem o wspóªczynich w
ciele ró»niczkowym F i θ = log(u) dla pewnego u ∈ F . Dodatkowo zakªadamy
»e θ nie jest algebraiczne nad F , »e wszystkie staªe nale»¡ do F i »e P nie ma
pierwiastków wielokrotnych. Wtedy P ′ jest wzgl¦dnie pierwsze z P .
Dowód: Przyjujemy za znany fakt »e ciaªo F mo»na zanurzy¢ w takie ciaªo w
którym wielomian P rozkªada si¦ na produkt wielomianów stopnia 1. Poniewa»
wspólny dzielnik wielomianów nie zale»y od ciaªo nad którym go liczymy mo»na
przyj¡¢ »e P jest postaci P (θ) = am(θ − θ1) . . . (θ − θm). Wtedy

P (θ)′ = (θ′ − θ′1)am(θ − θ2) . . . (θ − θm) + (θ − θ1)(am(θ − θ2) . . . (θ − θm))′

Zauwa»my »e θ′ − θ′1 6= 0 mianowicie, w przeciwnym przypadku θ − θ1 jest
staª¡, w wi¦c z zaªo»enia nale»y do F . Lecz wtedy θ byªby algebraiczny nad F
co wykluczyli±my. A wi¦c P (θ1)′ 6= 0. Poniewa» dowolny pierwiastek P mog¦
przyj¡¢ jako θ1, oznacza to »e P i P ′ nie maj¦ wspólnych pierwiastków, czyli s¡
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wzgl¦dnie pierwsze. �

W przypadku kiedy θ jest eksponent¡ musimy zachowa¢ ostro»no±¢. Miano-
wicie, je±li θ = exp(u), to θ′ = u′ exp(u) = u′θ, czyli dla P (θ) = θ mamy
NWD(P, P ′) = θ. Na szcz¦±cie jest to jedyny wyj¡tek.
7. Lemat. Zakªadamy P (θ) =

∑m
i=0 aiθ

i jest wielomianem o wspóªczynich w
ciele ró»niczkowym F i θ = exp(u) dla pewnego u ∈ F . Dodatkowo zakªadamy
»e θ nie jest algebraiczne nad F , »e wszystkie staªe nale»¡ do F , »e P jest
wzgl¦dnie pierwsze z θ i »e P nie ma pierwiastków wielokrotnych. Wtedy P ′

jest wzgl¦dnie pierwsze z P .
Dowód: Podobny do poprzedniego dowodu. Kluczowym krokiem jest pokaza-
nie »e θ′ − θ′1 = u′θ − θ′1 nie b¦dzie równe 0 gdy za θ podstawiny θ1. Czyli
potrzebujemy u′θ1 − θ′1 6= 0. Mamy(

θ1
θ

)′
=
θ′1θ − θ1θ′

θ2

i
θ′1θ − θ1θ′ = θ′1θ − θ1u′θ = (θ′1 − u′θ1)θ

A wi¦c równo±¢ u′θ1−θ′1 = 0 implikuje »e θ1
θ jest staª¡. Z zaªo»enia staªe nale»¡

do F i wykluczyli±my θ1 = 0, wi¦c θ byªaby algebraiczna nad F co równie»
wykluczyli±my. Czyli u′θ1 − θ′1 6= 0 co pozwala przeprowadzi¢ pozostaª¡ cz¦±¢
dowodu jak poprzednio. �

8. De�nicja. Funkcj¦ wymiern¡ nazywamy funkcj¡ wymiern¡ wªa±ciw¡ je±li
stopie« licznika jest mniejszy od stopnia mianownika.
Zauwa»my »e to czy wymierna jest funkcj¡ wymiern¡ wªa±ciw¡ nie zmienia si¦
gdy pomno»ymy lub podzielimy licznik i mianownik przez ten sam wielomian, bo
tako operacja dodaje lub odejmuje t¡ sam¡ liczb¦ od stopnia licznika i stopnia
mianownika. A wi¦c aby sprawdzi¢ czy dana funkcja jest funkcj¡ wymiern¡
wªa±ciw¡ mo»emy u»y¢ dowolny wygodny dla na zapis tej funkcji (nie trzeba
u»ywa¢ zapisu nieskracalnego).
9. Lemat. Funkcj¦ wymiern¡ mo»na w dokªadnie jeden sposób zapisa¢ jako
sum¦ funkcji wymiernej wªa±ciwej i wielomianu.
Dowód: Niech f = P

S . Pisz¡c P = QS+R gdzie Q jest ilowazem a R jest reszt¡
z dzielenia P przez S dostan¦

f = Q+
R

S

Jako »e stopie« R jest mniejszy ni» stopie« S to R
S jest funkcj¡ wymiern¡ wªa-

±ciw¡, czyli otrzymali±my porz¡dany rozkªad. Odwrotnie, je±li pewna funk-
cja f miaªaby dwa ró»ne rozkªady, to odejmuj¡c je otrzymaliby±my rozkªad
0 = Q + R

S = QS+R
S z niezerowym Q lub R. Ale wtedy QS + R = 0, czyli po-

niewa» stopi« R jest mniejszy ni» stopie« S i dzielenie z reszt¡ dla wielomianów
daje jednoznaczny wynik to Q = 0 i R = 0. Czyli przypuszczenie »e s¡ dwa
ró»ne rozkªady dla f prowadzi do sprzczno±ci. �
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10. Lemat. Suma funkcji wymiernych wªa±ciwych i pochodna funkcji wymier-
nej wªa±ciwej jest funkcj¡ wymiern¡ wªa±ciw¡.
Dowód: Niech f1 = P

Q i f2 = R
S . Wtedy

f1 + f2 =
PS +QR

QS

Z zaªo»enia stopin P jest mniejszy ni» stopie« Q, wiec stopie« PS jest mniejszy
ni» stopie« QS. Podobnie stopin QR jest mniejszy ni» stopie« QS, a wiec
stopie« PS + QR jest mniejszy ni» stopie« QS, co oznacza »e f1 + f2 jest
funkcj¡ wymiern¡ wªa±ciw¡. Nast¦pnie

f ′1 =
P ′Q− PQ′

Q2

Z lematu 5 stopie« P ′ jest mniejszy lub równy ni» stopie« P , a wi¦c mniejszy ni»
stopie« Q. Czyli stopie« P ′Q jest mniejszy ni» stopie« Q2. Podobnie stopie«
PQ′ jest mniejszy ni» stopie« Q2, a wiec stopie« P ′Q − PQ′ jest mniejszy ni»
stopie« Q2 co oznacza »e f ′1 jest funkcj¡ wymiern¡ wªa±ciw¡. �

Potrzebujemy jeszcze czysto algebraiczne operacje ±ladu i normy. Niech ciaªo
L = F (θ) b¦dzie rozszerzeniem F o element algbraiczny, czyli taki »e istnieje
wielomian P o wspóªczynnikach w F speªniaj¡cy P (θ) = 0. Pomi¦dzy takimi P
wybieramy wielomian najmniejszego stopnia. Taki wielomian nazywamy wielo-
mianem minimalnym θ. Wtedy je±li stopie« P to m to dowolny element y ∈ L
mo»na zapisa¢ jednoznacznie w postaci y =

∑m−1
i=0 aiθ

i z ai ∈ F . Przypomn¦
»e istnieje ciaªo K takie »e P ma m pierwiastków w K (mo»na np. wzi¡±¢
algebraiczne domkni¦cie ciaªa F ).
11. De�nicja. Niech θ1, . . . , θm b¦d¡ pierwiastkami P w K i niech y =∑m−1
i=0 aiθ

i ∈ L. �lad Tr(y) de�nijemy wzorem:

Tr(y) =

m∑
j=1

m−1∑
i=0

aiθ
i
j .

Norm¦ Norm(y) de�nujemy wzorem

Norm(y) =

m∏
j=1

(

m−1∑
i=0

aiθ
i
j).

Komentarz: Norma niejawnie pojawia si¦ przy usuwaniu niewymierno±ci z mia-
nownika. Mianowicie wybieramy K tak by L ⊂ K i numerujemy θj tak by
θ1 = θ (zawsze mo»na to zrobi¢). Je±li f = z

y i y =
∑m−1
i=0 aiθ

i to de�niuje my
N wzorem

N =

m∏
j=2

(

m−1∑
i=0

aiθ
i
j)

Wtedy Ny = Norm(y) i f = Nz
Ny = Nz

Norm(y) . Poniewa» Norm(y) ∈ F to w
tej formie mianownik f nie zawiera θ. No»na pokaza¢ »e N daje si¦ zapisa¢
w terminach θ, wi¦c je±li z zawiera θ tylko w liczniku to osi¡gneli±my efekt
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eliminacji θ w mianowmika. Szczególnym przypadkiem tej procedury jest elimi-
nacja pierwiastków kwadratowych z mianownika. Wtedy drugi pierwiastek to
otrzymujemy mno»¡c pierwszy przez −1, w wi¦c N to y z θ zast¡pionym przez
−θ.
12. Fakt. Tr(y) ∈ F , Norm(y) ∈ F . Warto±ci te nie zale»¡ od tego jakie
konkretnie K u»yjemy do ich wyliczenia. Ponadto Tr(c1y1+ c2y2) = c1Tr(y1)+
c2Tr(y2) dla c1, c2 ∈ F , Norm(y1y2) = Norm(y1)Norm(y2). Dla y ∈ F mamy
Tr(y) = my, Norm(y) = ym. Je±li L jest ciaªem ró»niczkowym to Tr(y′) =
Tr(y)′ i Norm(y′) = Norm(y)′.
Przykªad: Niech F = Q i L = F (

√
2). Elementy L mo»na zapisa¢ w postaci

a+
√
2b z a, b ∈ Q. Wielomian P (θ) = θ2 − 2. W ciele L wielomian P ma dwa

pierwiastki θ1 =
√
2, θ2 = −

√
2. A wi¦c mo»na wzi¡¢ L jako K. Wtedy

Tr(a+
√
2b) = (a+

√
2b) + (a−

√
2b) = 2a,

Norm(a+
√
2b) = (a+

√
2b)(a−

√
2b) = a2 − 2b2

Przykªad: Ciaªo liczb zespolonych jest rozszerzeniem ciaªa liczb rzeczywistych
o pierwiastek kwadratowy z −1. Czyli C = R(i) i P (i) = 0 dla P (θ) = θ2 + 1.
Elementy C mo»na zapisa¢ jednoznacznie w postaci a + bi z a, b ∈ R. W C
wielomian P ma dwa pierwsiastki θ1 = i, θ2 = −i. A wi¦c mo»na wzi¡¢ C jako
K. Wtedy

Tr(a+ ib) = (a+ ib) + (a− ib) = 2a,

Norm(a+ ib) = (a+ ib)(a− ib) = a2 − i2b2 = a2 + b2 = |a+ ib|2

Przykªad: Niech F = Q(x)(log(x)) i L = F ((x + log(x))
1
3 ). Wtedy P (θ) =

θ3 − (x + log(x)). W ciele L wielomian P ma tylko jeden pierwiastek. Aby
otrzyma¢ dwa pozostaªe trzeba doda¢ pierwiastki trzeciego stopnia z 1. Niech
ω1 = exp( 2πi3 ) = − 1

2 +
√
3
2 i. W L(ω1) wielomian P ma trzy pierwiastki θ1 =

(x+ log(x))
1
3 , θ2 = ω1θ1, θ3 = ω2

1θ1. Dowolny element L mo»na jednoznacznie
zapisa¢ w postaci y = a+ bθ + cθ2. Wtedy

Tr(y) = (a+ bθ1 + cθ21) + (a+ bθ2 + cθ22)(a+ bθ3 + cθ23) = 3a

Norm(y) = (a+ bθ1 + cθ21)(a+ bθ2 + cθ22)(a+ bθ3 + cθ23) =

= a3 + (b3 − 3abc)(x+ log(x)) + c3(x+ log(x))2.

13. Lemat
Norm(y)′

Norm(y)
= Tr(

y′

y
).

Dowód.

Norm(y) =

m∏
j=1

(

m−1∑
i=0

aiθ
i
j).

Niech yj =
∑m−1
i=0 aiθ

i
j . Z wzoru na pochodn¡ logarytmiczn¡ iloczynu mamy

Norm(y)′

Norm(y)
=
∑ y′j

yj
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Bez dowodu przymiemy »e przyporz¡dkowanie

y =

m−1∑
i=0

aiθ
i 7→ yj =

m−1∑
i=0

aiθ
i
j

jest homomor�zmem. Tzn. zapisuj¡c y′

y =
∑m
i=0 biθ

i mamy

m∑
i=0

biθ
i
j =

y′j
yj

Ale to oznacza »e

Tr(
y′

y
) =

∑
j

y′j
yj

co ko«czy dowód. �

Komontarz: Wi¦cej informaci o normie i ±ladzie mo»na znale¹¢ w podr¦cznikach
algebry. Np. w Algebrze Langa w rozdziale VIII (Teoria Galois) podrozdziale
5 (Norma i ±lad).
14. Lemat(Twierdzenie Liouville'a-Ostrowskiego). Je±li F jest ciaªem ró»nicz-
kowym, f ∈ F i f ma funkcj¦ pierwotn¡ w pewnym rozszerzeniu elementarnym
K ciaªa F to istniej¡ funkcje vi ∈ F i staªe c1, . . . , cl algebraiczne nad F takie
»e

f = v′0 +

l∑
i=1

ci
v′i
vi

= v′0 +

l∑
i=1

ci log(vi)
′

Je±li θ = exp(u) dla pewnego u ∈ F (θ), ka»da staªa z F (θ) nale»y do F , f = gθ
z g ∈ F i f ma funkcj¦ pierwotn¡ w pewnym rozszerzenu elementarnym K ciaªa
F to istnieje h ∈ F takie »e f = gθ = (hθ)′.
Uwaga: Powy»sze twierdzenie mówi »e wi¦kszo±¢ funkcji elementarnych nie po-
maga w caªkowaniu. Do znaleziemia caªki wystarcz¡ skªadniki f (z których bu-
dujemy ciaªo F ) i logarytmy. Je±li f jest eksponent¡ do dodatkowe logarytmy
s¡ niepotrzebne.
Uwaga: Równo±¢ w wersji z logarytmami jest bardziej intuicyjna, ale w dowodzi¢
b¦dzimy wersj¦ z v′i

vi
.

Skic dowódu Lematu: Najpierw zaªo»ymy »e wszyskie staªe w K nale»¡ do
F . Niech K = F (θ1, . . . , θn). Mo»na pokaza¢ (ale dowód tego pominiemy) »e
nawet je±li oryginalnie w K pojawiªy si¦ nowe staªe to mo»na θj tak wybra¢
»e na pocz¡tku b¦d¡ dodane wszystkie staªe, a potem ju» tylko funkcje a staªe
pozostan¡ te same. Czyli po dodaniu staªych do F dodawanie θj ju» nie doda
nowych staªych. Niech Fj = F (θ1, . . . , θj). Indukcyjnie poka»emy »e istnieje l,
staªe ci ∈ F , i = 1, . . . , l i funkcje vi ∈ Fj , i = 0, . . . , l takie »e

f = v0 +

l∑
i=1

ci
v′i
vi

Dla Fn = K jest to zaªo»enie (wtedy l = 0). W kroku indukcyjnym trzeba poka-
za¢ jak maj¡¢ vi ∈ Fj(θj+1) otrzyma¢ nowe l i vi ∈ Fj . Innymi sªowy wystarczy
pokaza¢ twierdzenie gdy K = F (θ) jest rozszerzeniem o jeden element.
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Je±li θ jest algebraiczny to u»ywamy wªasno±ci odwzorowa« Tr i Norm. Miano-
wicie je±li stopie« wielomianu minimalnego to m to u»ywaj¡c Lemat 13 i Fakt
12 mamy

mf = Tr(f) = Tr(v0) +

l∑
i=1

ciTr(
v′i
vi
) = Tr(v0) +

l∑
i=1

ci
Norm(vi)

′

Norm(vi)

A wi¦c zast¦puj¡c v0 przez
Tr(v0)
m , ci przez

ci
m i vi dla i = 1, . . . , l przez Norm(vi)

′

Norm(vi)

otrzymam vi i ci dobre dla F (l si¦ nie zmienia).
Je±li θ = log(u) to zakªadam »e θ nie jest algebraiczna nad F (w przeciwnym ra-
zie zastosowaªbym poprzedni przypadek). Nast¦pnie zapisuj¦ vi dla i = 1, . . . , l
w postaci ai

Pi

Qi
gdzie Pi i Qi s¡ wielomianami ze wspóªczynnikiem przy najwy»-

szej pot¦dze równym 1. Na mocy Lematu 5 stopie« P ′i jest mniejszy ni» stopie«
Pi i stopie« Q′i jest mniejszy ni» stopie« Qi. v0 rozkªadam na wielomian i funk-
cj¦ wymiern¡ wªa±ciw¡, jak w Lemacie 9. Wtedy u»ywaj¡c wzór na pochodn¡
logarytmiczn¡ iloczynu

f = Q′0 +

(
R

S

)′
+
∑

ci

(
a′i
ai

+
P ′i
Pi
− Q′i
Qi

)
Poniewa¹ na mocy Lematu 9 rozkªad na sum¦ funkcji wymiern¡ wªa±ciwej i
wielomianu jest jednoznaczny to

f = Q′0
∑

ci
a′i
ai

bo pozostaªe czªony w równo±ci wy»ej to funkcje wymierne wªa±ciwe (u»ywamy
tu Lemat 10 by pokaza¢ »e

(
R
S

)′
i suma jest funkcj¡ wymiern¡ wªa±ciw¡). Pisz¡c

Q0 =
∑m
k=0 dkθ

k z dm 6= 0 mam

Q′0 =

m∑
k=0

d′kθ
k + θ′

m∑
k=1

dkkθ
k−1

Poniewa» f jest stopnia 0 wzgl¦dem θ i podobnie ci
a′i
ai
∈ F jest stopnia 0 to

równo±¢ jest mo»liwa tylko wtedy gdy Q′0 jest stopnia 0. Zakªadaj¡c »e m > 0
oznacza to »e d′m = 0 czyli dm to staªa. Gdyby m > 1 to mieliby±my równo±¢

d′m−1θ
m−1 + dmmθ

′θm−1 = 0

czyli d′m−1 + dmmθ
′ = 0, czyli θ′ −

(
dm−1

mdm

)′
= 0 czyli θ − dm−1

mdm
byªoby staª¡

czyli θ speªniaªaby równie stopnia 1 o wspóªczynnikach z F , czyli θ byªaby
algebraiczna, a zakªadamy »e nie jest. A wi¦c przypuszczenie »em > 1 prowadzi
do sprzeczno±ci. Czyli m = 1 lub m = 0. Je±li m = 1 to powi¦kszam l = 1
i dodaj¦ nowy czªon d1 log(u)′ = d1

u′

u , w przeciwnym razie l pozostawiam bez
zmian. Czªon d0 przyjmuj¦ jako nowe v0. Pozostaªe vi zast¦puj¦ przez ai a
pozostaªe ci zostawiam bez zmian.
Pozostaje teraz rozwa»y¢ θ = exp(u). Funkcje vi dla i = 1, . . . , l zapisuj¦ w
postaci

vi = a0
Pi
Qi
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gdzie Pi i Qi s¡ wielomianami ze wspóªczynnikiem przy najwy»szej pot¦dze
równym 1. Tym razem stopie« P ′i jest taki sam jak stopie« P . Jednak»e ªatwo

otrzyma¢ rozkªad P ′i
Pi

na sum¦ wielomianu i funkcji wymiernej wªa±ciwej. Mia-
nowicie, je±li stopie« Pi to pi to wspóªczynnik przy najwy»szej pot¦dze θ w P ′i
to piu′. Poniewa» stopienie Pi i P ′i s¡ równe to dzielenie P ′i przez Pi daje piu

′

jako iloraz. Podobnie je±li stopie« Qi to qi to dzielenie Q′i przez Qi daje qiu
′

jako iloraz. A wi¦c u»ywaj¡c jednoznaczno±¢ rozkªadu na wielomian i funkcj¦
wymiern¡ wªa±ciw¡ otrzymuj¦ równo±¢

f = Q′0 +

l∑
i=1

ci(
a′i
ai

+ piu
′ − qiu′)

Tym razem dla Q0 =
∑m
k=0 dkθ

k mam

Q′0 =

m∑
k=0

(d′k + ku′)θk

i równo±¢ oznacza »e O0 jest stopnia 0. Czyli zastepuj¡c v0 przez

d0 +

l∑
i=1

ci(piu
′ − qiu′)

i vi dla i = 1, . . . , l przez a′i
ai

i pozostawiaj¡c ci bez zmiany dostan¦ równo±¢ z
vi ∈ F .
Je±li f = gθ i θ jest eksponent¡ to stosujemy rozumowanie jak wy»ej w przy-
padku eksponenty. Ale tym razem f nie ma czªonów stopnia 0, wi¦c czªony
logarytmiczne które s¡ stopnia 0 mo»na pomin¡¢ i jedyny czªon jaki zostaje to
d1θ.
Dla kompletnego dowodu nale»aªoby pokaza¢ »e ci mo»na wybra¢ algebraiczne
nad F , my przyjmiemy to bez dowodu (dowód podaª R. H. Risch, The problem
of integration in �nite terms, Trans. AMS 139 (1969) strony 167-189). �

15. De�nicja Eksponensem caªkowym Ei(z) nazywamy funkcj¦ tak¡ »e

Ei(z)′ =
exp(z)

z

i
lim
x→0+

(Ei(x)− log(x)) = γ

gdzie γ jest staª¡ Eulera. Funkcja taka istnieje, bo Ei(z)− log(z) mo»na zada¢
jako szereg potegowy zbie»ny dla dowolnego zespoloneg z (warunek z granic¡
ustala wyraz wolny szeregu)/
16. De�nicja Funkcj¡ bª¦du erf(z) nazywamy funkcj¦ tak¡ »e

erf(z)′ =
2√
π
exp(−z2)

i erf(0) = 0.
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17. Lemat. Ani Ei ani erf nie s¡ funkcjami elementarnymi.
Dowód. Na mocy Lematu 14 (twierdzenia Lioville'a-Ostrowskiego) gdby Ei
byªo funkcj¡ byªy elementarne to zachodziªaby równo±¢

exp(z)

z
= (R(z) exp(z))′ = (R(z)′ +R(z)) exp(z)

czyli
1

z
= R(z)′ +R(z)

Zauwa»my »e je±li R(z) ma w punkcie z0 biegun rz¦du k to R(z)′ ma w z0 biegun
rz¦du k + 1, a wi¦c R(z)′ +R(z) ma w z0 biegun rz¦du k + 1 (wynika to np. z
rozkªadu R(z) na uªamki proste). Ale 1

z nie ma biegunów wielokotnych, czyli
R(z) nie mo»e mie¢ biegunów, czyli R(z) jest wielomianem. Ale 1

z ma biegun,
wi¦c równo±¢ jest niemo»liwa. W przypadku erf otrzymaliby±my równo±¢

1 = R(z)′ − 2zR(z)

Tak jak w przypadku Ei pokazujemy »e R nie ma biegunów, wi¦c jest wielomia-
nem. Je±li R jest stopnia m to zR(z) zawiera z w pot¦dze m + 1. Najwy»sza
pot¦ga z która si¦ pojawia w R′ to m − 1 wi¦c w R(z)′ − 2zR(z) pojawi si¦
pot¦ga m+ 1. Ale 1 jest stopnia 0, wi¦c równo±¢ jest niemo»liwa. �
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