Analiza matematyczna 2B, Wyklad 4
Ciala rézniczkowe
Przy badaniu bardziej skomplikowanych wyrazen wygodnie jest traktowaé funk-
cje przestepne jak zmienne. Np.

~ xexp(z)
= 1+ exp(z)

traktujemy jako funkcje wymierna zmiennej exp(z) o wspotezynnikach bedacych
funkcjami wymiernymi od x. Symbolicznie f € K (exp(x)) gdzie K = Q(z).
Na funkcjach ktoére rozwazemy mozemy wykonywaé opracje arytmetyczne: do-
dawanie, odejmowanie, monozenie i dzielenie. Oznacza to ze zbior funkcji ktore
rozwazamy stanowi ciato. Funkcje mozemy rézniczkowaé, co lacznie daje nam
cialo rézniczkowe.

Wykonalnosé dzielenia wiaze sie z tym ze dopuszczamy punkty gdzie funkcja
ma osobliwo$¢, np. f(z) = 1/x ma biegun dla x = 0. Roéwniez istotne jest
to ze mnozac dwie funkcje rozne od zera dostaniemy niezerowa warto$¢ (poka-
zaliSmy ze taka wlasno$é¢ dla funkcji rozwijajacych sie w szeregi potegowe, ale
dla szerszych klas funkcji moze ona nie zachodzi¢). Doktadniej, zakladamy ze
zbiér funkcji z ktérymi mamy do czynienia jest cialem, co wyklucza pewne klasy
funkcji. Np. wyklucza to wartos¢ bezwzgledna, bo

(|| = 2)(Jz[ + 2) =0

Wazng klasa funkcji sg funkcje elementarne. Intuicyjnie, funkcje elementarne
otrzymujemy ze zmiennej z, funkcji wyktadniczej i logartmucznej przez opera-
cje algebraiczne i sktadanie. Operacje algebraiczne oznaczjg zaré6wno dziatania
arytmetryczne jak i rozwigzanie rownan wielomianowych, w szczegdinosci pier-
wiastki. Precyzyjna definicja jest nieco inna:

1. Definicja. Cialo rézniczkowe K nazywamy rozszerzeniem elementarnym
ciala F jesli istnieja elementy 61, ...,0, € K takie ze K = F(6y,...,0,) i piszac
F;(04,...,0;_1) dla kazdego i = 1,...,n zachodzi jeden z warunkow nizej:

e 0; jest algebraiczne nad Fj, tzn. istneje wielomian P o wspoélczynnikach
w F; takie ze P(6;,) =0

e 0; = exp(u) dla pewnego u € F;
e 0; =log(u) dla pewnego u € F;

Przy tym 6; bedziemy traktowaé jako eksponente czy logarytm tylko wtedy
gdy nie zachodzi pierwszy przypadek. Np. f(z) = exp(%) = /z traktu-
jemy nie jako eksponente a jako rozwigzanie rownania f?(x) = x. Podobnie
2 = log(exp(x)) nie traktujemy jako logarytm. Ogolniej bedziemy zaktadaé ze
rozwazanych wyrazen nie da sie zastapi¢ prostszymi (tzn. z mniejsza iloscia
eksponent i logarytméw) lecz rownowaznymi wyrazeniami.

2. Definicja. Funkcje f nazywamy funkcja elementarna jesli jest elementem
pewnego rozszerzenia elementarnego ciala funkcji wymiernych.

3. Przyktad: Niech f(x) = \/exp(z +log(x)). f € K = Q(z)(6,,02,03) gdzie
01 =log(x), 0 = exp(z+log(x)), 03 = \/exp(z + log(x)). A wiec f jest funkcja

elementarna.



4. Uwaga: Dla danej funkcji elementarnej f(x) istnieje wiele rozszerzen elemen-
tarnych K ciata C(z) takich ze f € K. Mianowicie, majac jedno K mozemy
do niego doda¢ nadmiarowe elementy. Co gorsza, mozliwe sa rézne zapisy tej
samej funkcji. Np. funkcje z poprzedniego przykladu mozemy zapisaé jako
f(x) = \Jxexp(x), i uzy¢ K = Q(z)(01,02) dla 6; = exp(x), 82 = /x exp(x).
Jednakze majac wyrazenie zadajace f(x) mozemy w naturalny sposéb zbudowaé
rozszerzenie elementarne: kazdemu logarytmowi i eksponecie ktére sie pojawia
w [ a takze kazdemy podwyrazeniu algebraicznemu (jak pierwiastek) przypo-
rzadkowujemy generator rozszerzenia. RoOzne wyrazenia zadajace f(z) moga
wtedy prowadzi¢ do réznych rozszerzen elementarnych. Dobrze jest uproscié
wyrazenie przed budowa rozszerzenia, tzn. drugie wyrazenia na f jest lepsze bo
prowadzi do mniejszego rozszerzenia.

Glownym wynikiem o rozszerzeniach elementarnych jest twierzenie Liouville’a-
Ostrowskiego. Zaniem je podamy potrzebujemy troche faktéw. Po piersze,
zauwazmy ze jesli 0 jest eksponenta czy logarytmem, to rézniczkujac wielomian
czy funkcje wymierna od 6 musimy tez rézniczkowaé wspotezyniki. Jesli P(0) =
g aib’ to

P0) = zm: a0’ + 0 zm: ia; 0"t
i=0 i=1

5. Lemat. Jesli P(0) = >.1",a;0" jest wielomianem o wspolczynich w ciele
rozniczkowym F i 6 = log(u) dla pewnego u € F, to stopien P’ jest mniejszy
lub réwny niz stopien P. Jedli przy tym wspotczynnik przy najwyzszej potedze
jest staly to stopieri P’ jest mniejszy niz stopien P. Jesli = exp(u) dla pewnego
u € F, to stopien P’ jest mniejszy lub rowny niz stopien P.

Dowod: Jesli § = log(u), to 8/ = » € F. Jesli § = exp(u), to 6’ = u’ exp(u) =
u'6. W obu przypadkach 6’ jest wielomianem od 6 stopnia co najwyzej 1. Po-
dany wyzej wzér na pochodna ma dwa czlony, pierszy jest stonia co najwyzej m,
drugi to 0’ razy wielomian stopnia m — 1. Oba czlony sg stopnia mniejszego lub
réwnego m, a wiec i suma jest stopnia mniejszego lub rownego m. Jesli 0 jest
logarytmem to drugi czton jest stopnia m —1. Jesli ponadto wspoétczynniki przy
najwyzszej potedze w P jest staly to pierwszy czlon jest stopnia mniejszego lub
rownego m — 1, a wiec i suma jest stopnia mniejszego lub réwnego m — 1. O

6. Lemat. Zakladamy P(6) = >""", a;0" jest wielomianem o wspoiczynich w
ciele rézniczkowym F' i 6 = log(u) dla pewnego u € F. Dodatkowo zaktadamy
ze 0 nie jest algebraiczne nad F, ze wszystkie stale nalezg do F' i ze P nie ma
pierwiastkow wielokrotnych. Wtedy P’ jest wzglednie pierwsze z P.

Dowdd: Przyjujemy za znany fakt ze cialo F' mozna zanurzyé w takie cialo w
ktérym wielomian P rozklada sie na produkt wielomianéw stopnia 1. Poniewaz
wspolny dzielnik wielomianéw nie zalezy od ciato nad ktérym go liczymy mozna
przyjac ze P jest postaci P(6) = am (0 —61)...(0 — 0,,). Wtedy

PO) = (0 —0))am (@ —02)...(0 —0,) + (0 —01)(am (0 —02)...(0 —0,))

Zauwazmy ze 6 — 0] # 0 mianowicie, w przeciwnym przypadku 6 — 6; jest
stala, w wiec z zalozenia nalezy do F'. Lecz wtedy 6 bylby algebraiczny nad F'
co wykluczylismy. A wiec P(f;)" # 0. Poniewaz dowolny pierwiastek P moge
przyjac jako 601, oznacza to ze P i P’ nie maje wspolnych pierwiastkow, czyli sa



wzglednie pierwsze. (]

W przypadku kiedy 6 jest eksponenta musimy zachowaé ostrozno§é. Miano-
wicie, jesli 8 = exp(u), to 8/ = u'exp(u) = 40, czyli dla P(0) = 6 mamy
NWD(P, P') = 6. Na szczescie jest to jedyny wyjatek.

7. Lemat. Zakltadamy P(0) = >.1" , a;0" jest wielomianem o wsp6lczynich w
ciele rozniczkowym F' i 6 = exp(u) dla pewnego u € F. Dodatkowo zaktadamy
ze 0 nie jest algebraiczne nad F', ze wszystkie stale naleza do F, ze P jest
wzglednie pierwsze z 6 i ze P nie ma pierwiastkow wielokrotnych. Wtedy P’
jest wzglednie pierwsze z P.

Dowo6d: Podobny do poprzedniego dowodu. Kluczowym krokiem jest pokaza-
nie ze 0’ — 67 = u'6 — 0] nie bedzie réwne 0 gdy za 6 podstawiny ;. Czyli
potrzebujemy u'6; — 67 # 0. Mamy

61\ 6010 —06:0'
o) 6

0,0 — 000 = 0,0 — 0,3'0 = (0, — u'61)0

A wiec réwnosé u'6; — 0} = 0 implikuje 7e ‘%1 jest stala. Z zalozenia stale nalezg
do F i wykluczyliSmy 6; = 0, wiec 6 bytaby algebraiczna nad F co réwniez
wykluczylismy. Czyli v'6; — 0] # 0 co pozwala przeprowadzié pozostata czesé
dowodu jak poprzednio. O

8. Definicja. Funkcje wymierna nazywamy funkcja wymierna witasciwa jesli
stopien licznika jest mniejszy od stopnia mianownika.

Zauwazmy ze to czy wymierna jest funkcja wymierna wtasciwa nie zmienia sie
gdy pomnozymy lub podzielimy licznik i mianownik przez ten sam wielomian, bo
tako operacja dodaje lub odejmuje ta sama liczbe od stopnia licznika i stopnia
mianownika. A wiec aby sprawdzi¢ czy dana funkcja jest funkcja wymierng
wlasciwag mozemy uzy¢ dowolny wygodny dla na zapis tej funkcji (nie trzeba
uzywaé zapisu nieskracalnego).

9. Lemat. Funkcje wymierng mozna w doktadnie jeden sposéb zapisaé¢ jako
sume funkcji wymiernej wlasciwej i wielomianu.

Dowdd: Niech f = g. Piszac P = QS + R gdzie Q jest ilowazem a R jest reszta
z dzielenia P przez S dostane

R
f:Q+§

Jako ze stopient R jest mniejszy niz stopien S to % jest funkcja wymierna wia-
Sciwg, czyli otrzymaliémy porzadany rozklad. Odwrotnie, jesli pewna funk-
cja f miataby dwa rézne rozklady, to odejmujac je otrzymalibysmy rozktad
0=Q+ % = % z niezerowym @ lub R. Ale wtedy QS + R = 0, czyli po-
niewaz stopifi R jest mniejszy niz stopien S i dzielenie z reszta dla wielomianéw
daje jednoznaczny wynik to Q@ = 01 R = 0. Cazyli przypuszczenie ze sa dwa
rézne rozktady dla f prowadzi do sprzcznodci. O



10. Lemat. Suma funkcji wymiernych wtasciwych i pochodna funkcji wymier-
nej wlasciwej jest funkcja wymiernag wlasciwa.
Dow6d: Niech fi = 5 i fo = §. Wtedy

PS+QR
QS

7 zalozenia stopin P jest mniejszy niz stopien @, wiec stopiei P.S jest mniejszy
niz stopien @S. Podobnie stopin QR jest mniejszy niz stopien Q.S, a wiec
stopien PS + QR jest mniejszy niz stopien @S, co oznacza ze fi1 + fo jest
funkcja wymierna wlasciwa. Nastepnie

P/Q _ PQ/
QZ

Z lematu 5 stopienn P’ jest mniejszy lub réwny niz stopieri P, a wi¢c mniejszy niz
stopieri Q. Czyli stopien P'Q jest mniejszy niz stopienn Q2. Podobnie stopien
P(Q' jest mniejszy niz stopien Q?, a wiec stopien P'Q — PQ’ jest mniejszy niz
stopienn Q% co oznacza ze f] jest funkcja wymierna wtasciwa. ]

fit+fo=

fi=

Potrzebujemy jeszcze czysto algebraiczne operacje §ladu i normy. Niech cialo
L = F(0) bedzie rozszerzeniem F o element algbraiczny, czyli taki ze istnieje
wielomian P o wspolczynnikach w F' spelniajacy P(#) = 0. Pomiedzy takimi P
wybieramy wielomian najmniejszego stopnia. Taki wielomian nazywamy wielo-
mianem minimalnym 6. Wtedy jesli stopienn P to m to dowolny element y € L
mozna zapisa¢ jednoznacznie w postaci y = Zlnol a;0® z a; € F. Przypomne
ze istnieje cialo K takie ze P ma m pierwiastkow w K (mozna np. wzigsé
algebraiczne domkniecie ciata F).

11. Definicja. Niech 6y,...,0,, beda pierwiastkami P w K i niech y =
Sy aid? € L. Slad Tr(y) definijemy wzorem:

m m—1
Tr(y) = Z a;0;
j=1 i=0
Norme Norm(y) definujemy wzorem

Norm(y) = H Z algl
j=1 i=0

Komentarz: Norma niejawnie pojawia si¢ przy usuwaniu niewymiernosci z mia-
nownika. Mianowicie wybieramy K tak by L C K i numerujemy 6; tak by
61 = 0 (zawsze mozna to zrobic). Jesli f = siy= > _01 a;0" to definiuje my
N wzorem

TS o
j=2 i=0
Wtedy Ny = Norm(y) i f = %—z = %ﬁ(y) Poniewaz Norm(y) € F to w

tej formie mianownik f nie zawiera . Nozna pokaza¢ ze N daje sie zapisaé
w terminach 6, wiec jesli z zawiera 0 tylko w liczniku to osiggnelismy efekt



eliminacji @ w mianowmika. Szczegélnym przypadkiem tej procedury jest elimi-
nacja pierwiastkéw kwadratowych z mianownika. Wtedy drugi pierwiastek to
otrzymujemy mnozac pierwszy przez —1, w wiec N to y z € zastapionym przez
—0.

12. Fakt. Tr(y) € F, Norm(y) € F. WartoSci te nie zaleza od tego jakie
konkretnie K uzyjemy do ich wyliczenia. Ponadto Tr(ciy1 + caye) = c1Tr(y1) +
c2Tr(y2) dla ¢1,c2 € F, Norm(y1y2) = Norm(y;)Norm(yz2). Dla y € F mamy
Tr(y) = my, Norm(y) = y™. Jesli L jest cialem rézniczkowym to Tr(y') =
Tr(y)" i Norm(y') = Norm(y)'.

Przyktad: Niech F = Qi L = F(v/2). Elementy L mozna zapisa¢ w postaci
a++v2bza,b € Q. Wielomian P(f) = 6> — 2. W ciele L wielomian P ma dwa
pierwiastki 6; = /2, f; = —/2. A wiec mozna wziaé¢ L jako K. Wtedy

Tr(a + v/2b) = (a + v/2b) + (a — v/2b) = 2a,

Norm(a 4+ V2b) = (a 4+ V2b)(a — v/2b) = a® — 2b?

Przyktad: Cialo liczb zespolonych jest rozszerzeniem ciala liczb rzeczywistych
o pierwiastek kwadratowy z —1. Czyli C = R(i) i P(i) = 0 dla P(0) = 6% + 1.
Elementy C mozna zapisa¢ jednoznacznie w postaci a + bi z a,b € R. W C
wielomian P ma dwa pierwsiastki 8, = i, o = —i. A wiec mozna wziaé C jako
K. Wtedy

Tr(a +ib) = (a +ib) + (a — ib) = 2a,

Norm(a + ib) = (a + ib)(a — ib) = a® — i*b* = a* + b* = |a + ib|?

Przyktad: Niech F = Q(x)(log(z)) i L = F((z + log(z))3). Wtedy P(f) =
02 — (x + log(x)). W ciele L wielomian P ma tylko jeden pierwiastek. Aby
otrzymaé¢ dwa pozostale trzeba doda¢ pierwiastki trzeciego stopnia z 1. Niech
wy = exp(3) = -3 + ?z W L(wy) wielomian P ma trzy pierwiastki ¢, =
(z +log(x))3, Oy = w16, 05 = w?6;. Dowolny element L mozna jednoznacznie
zapisa¢ w postaci y = a + b0 + cf?. Wtedy

Tr(y) = (a + b0y + ch?) + (a + by + ch3)(a + b3 + ch3) = 3a

Norm(y) = (a 4 b + cb?)(a + bz + ch2)(a + b3 + ch2) =

=a® + (b* — 3abe)(x + log(x)) + (= + log(z))%.

13. Lemat
/ !
Norm(y)" (L)
Nom(y) 'y
Dowaéd.
m m—1
Norm(y) = H( a;0}).
j=1 i=0

Niech y; = Z;’;Bl azﬂé. Z wzoru na pochodng logarytmiczng iloczynu mamy

Norm(y)" z %
Norm(y) o Yj



Bez dowodu przymiemy ze przyporzadkowanie

m—1 m—1
1= S-S0
i=0 i=0
jest homomorfizmem. Tzn. zapisujac % =>" b;0* mamy

m /
> 0ty =
: Yj
1=0 J

Ale to oznacza ze

Yj

y Y;
Tr(=)=> -2
y 7

co konczy dowdd. O

Komontarz: Wiecej informaci o normie i §ladzie mozna znalez¢ w podrecznikach
algebry. Np. w Algebrze Langa w rozdziale VIII (Teoria Galois) podrozdziale
5 (Norma i $lad).

14. Lemat(Twierdzenie Liouville’a-Ostrowskiego). Jesli F' jest cialem roznicz-
kowym, f € F'i f ma funkcje pierwotng w pewnym rozszerzeniu elementarnym
K ciala F to istniejg funkcje v; € F i stale ¢q,..., ¢ algebraiczne nad F' takie
7e

1 p 1

f=v,+ ci&:v’—f— ci log(v;)’
Jesli 0 = exp(u) dla pewnego u € F(0), kazda stata z F(0) nalezy do F, f = g6
z g € F'i f ma funkcje pierwotng w pewnym rozszerzenu elementarnym K ciata
F to istnieje h € F takie ze f = gf = (h6)".
Uwaga: Powyzsze twierdzenie mowi ze wiekszosé funkeji elementarnych nie po-
maga w catkowaniu. Do znaleziemia calki wystarczg sktadniki f (z ktérych bu-
dujemy cialo F') i logarytmy. Jesli f jest eksponenta do dodatkowe logarytmy
sg niepotrzebne.
Uwaga: Rownos¢ w wersji z logarytmami jest bardziej intuicyjna, ale w dowodzi¢
bedzimy wersje z Z—;
Skic dowoédu Lematu: Najpierw zalozymy ze wszyskie stale w K naleza do
F. Niech K = F(0y,...,0,). Mozna pokazaé¢ (ale dowod tego pominiemy) ze
nawet jesli oryginalnie w K pojawily si¢ nowe stale to mozna 6; tak wybraé
ze na poczatku beda dodane wszystkie state, a potem juz tylko funkcje a state
pozostang te same. Czyli po dodaniu statych do F' dodawanie #; juz nie doda
nowych statych. Niech F; = F(64,...,0;). Indukcyjnie pokazemy ze istnieje I,
state ¢; € F,i=1,...,l1ifunkcje v; € F;, i =0,...,[ takie ze

l /
&
f=wvo+ E Ci
. Vi
=1

Dla F,, = K jest to zalozenie (wtedy | = 0). W kroku indukcyjnym trzeba poka-
za¢ jak majaé v; € F;(0;41) otrzymac nowe [ i v; € F;. Innymi stowy wystarczy
pokazac twierdzenie gdy K = F(0) jest rozszerzeniem o jeden element.



Jesli 6 jest algebraiczny to uzywamy wtasnosci odwzorowan Tr i Norm. Miano-
wicie jesli stopienn wielomianu minimalnego to m to uzywajac Lemat 13 i Fakt
12 mamy

Norm(v
mf = Tr(f) = Tr(vg) Z clTr = Tr(vg) Z CGG—— Norm(v
A wiec zastepujac vy przez %”0), ciprzez -iv;dlai=1,...,] przez %

otrzymam v; i ¢; dobre dla F' (I sie nie zmienia).

Jesli 6 = log(u) to zakladam ze 6 nie jest algebraiczna nad F' (w przeciwnym ra-
zie zastosowalbym poprzedni przypadek). Nastepnie zapisuje v; dlai=1,...,1
w postaci a; 5 gdzie P; i Q; sa wielomianami ze wspo6tczynnikiem przy najwyz-

szej potedze rownym 1. Na mocy Lematu 5 stopienn P/ jest mniejszy niz stopien
P; i stopieri @} jest mniejszy niz stopiefi @;. vo rozkladam na wielomian i funk-
cje wymierng wlasciwa, jak w Lemacie 9. Wtedy uzywajac wzér na pochodna
logarytmiczng iloczynu

s (3) e (- 9)

Poniewaz na mocy Lematu 9 rozklad na sume funkcji wymierng wtasciwej i
wielomianu jest jednoznaczny to

!

fZQf)Zcz%

7

bo pozostale cztony w rownosci wyzej to funkcje wymierne wtasciwe (uzywamy

tu Lemat 10 by pokazac ze (%)/ i suma jest funkcja wymierna wlasciwa). Piszac

Qo =Y ptodib* z dp, # 0 mam
Qo= ditF + 0> diht" !
k=0 k=1

Poniewaz f jest stopnia 0 wzgledem 6 i podobnie ¢; a4 € F jest stopnia 0 to
réownoécé jest mozliwa tylko wtedy gdy Q) jest stopma 0. Zakltadajac ze m > 0
oznacza to ze d, = 0 czyli d,,, to stala. Gdyby m > 1 to mieliby$my rownosé

dy 10"+ dym' 0" =0

!/

crli dyy g + ) = 0, 7yli 0 — (4222) = 0 cayli 0 — 222 byloby stala
czyli 6 spelnialaby réwnie stopnia 1 o wspélczynnikach z F, czyli § bylaby
algebraiczna, a zakladamy ze nie jest. A wiec przypuszczenie ze m > 1 prowadzi
do sprzecznosci. Czyli m = 1 lub m = 0. Je$li m = 1 to powiekszam [ = 1
i dodaje nowy czton d; log(u) = dl%, w przeciwnym razie [ pozostawiam bez
zmian. Czlon dy przyjmuje jako nowe vg. Pozostale v; zastepuje przez a; a
pozostate ¢; zostawiam bez zmian.

Pozostaje teraz rozwazy¢ 6 = exp(u). Funkcje v; dla ¢ = 1,...,1 zapisuje w
postaci
P;
Vi = ag—
' Qi



gdzie P; i Q; sa wielomianami ze wspolczynnikiem przy najwyzszej potedze
rownym 1. Tym razem stopien P/ jest taki sam jak stopien P. Jednakze latwo
otrzyma¢ rozktad %/ na sume wielomianu i funkcji wymiernej wtasciwej. Mia-
nowicie, jesli stopiefi P; to p; to wspotezynnik przy najwyzszej potedze 6 w P/
to p;u’. Poniewaz stopienie P; i P/ sa rowne to dzielenie P/ przez P; daje p;u’
jako iloraz. Podobnie jesli stopien Q; to ¢; to dzielenie Q) przez Q; daje g;u’
jako iloraz. A wiec uzywajac jednoznaczno$é rozktadu na wielomian i funkcje
wymierna wlasciwg otrzymuje réwnosé

al

!
F=Q4+> Ci(j +piu’ — g
i=1 ¢
Tym razem dla Qo = > ., dx0* mam
Qo = > (dj, + ku')6*
k=0

i réwno$¢ oznacza ze Qg jest stopnia 0. Czyli zastepujac vy przez

l
do + Z ci(piu’ — qiu')
i=1

iv; dlat=1,...,1 przez Z—/ i pozostawiajac ¢; bez zmiany dostane réwnoscé z
v; € F.

Jesli f = gf i 6 jest eksponenta to stosujemy rozumowanie jak wyzej w przy-
padku eksponenty. Ale tym razem f nie ma czlonéw stopnia 0, wiec czlony
logarytmiczne ktére sg stopnia 0 mozna pominaé i jedyny czlon jaki zostaje to
d10.

Dla kompletnego dowodu nalezaloby pokazaé ze ¢; mozna wybraé algebraiczne
nad F, my przyjmiemy to bez dowodu (dowod podal R. H. Risch, The problem
of integration in finite terms, Trans. AMS 139 (1969) strony 167-189). O

15. Definicja Eksponensem catkowym Ei(z) nazywamy funkcje taka ze

exp(2)

Ei(z) =

Jim (Ei(z) —log(z)) =~

gdzie ~ jest stala Eulera. Funkcja taka istnieje, bo Ei(z) — log(z) mozna zadaé
jako szereg potegowy zbiezny dla dowolnego zespoloneg z (warunek z granica
ustala wyraz wolny szeregu)/

16. Definicja Funkcja bledu erf(z) nazywamy funkcje taka ze

erf(z) = % exp(—2?)

ierf(0)=0.



17. Lemat. Ani Ei ani erf nie sg funkcjami elementarnymi.
Dow6d. Na mocy Lematu 14 (twierdzenia Lioville’a-Ostrowskiego) gdby E'
byto funkcja byty elementarne to zachodzitaby réwnosé

exp(z)

= (R(2) exp(2))" = (R(2)' + R(2)) exp(2)

czyli
1
o= R(z)' + R(z)

Zauwazmy ze jesli R(z) ma w punkcie z¢ biegun rzedu k to R(z)’ ma w zy biegun
rzedu k + 1, a wiec R(z)" + R(z) ma w 2o biegun rzedu k + 1 (wynika to np. z
rozkladu R(z) na ulamki proste). Ale 1 nie ma biegunéw wielokotnych, czyli
R(z) nie moze mie¢ biegunéw, czyli R(z) jest wielomianem. Ale 1 ma biegun,
wiec réwnosé jest niemozliwa. W przypadku erf otrzymaliby$Smy réwnosé

1= R(z) —2zR(z)

Tak jak w przypadku Ei pokazujemy ze R nie ma biegunéw, wiec jest wielomia-
nem. Jesli R jest stopnia m to zR(z) zawiera z w potedze m + 1. Najwyzsza
potega z ktora sie pojawia w R’ to m — 1 wiec w R(z)’ — 2zR(z) pojawi sie
potega m + 1. Ale 1 jest stopnia 0, wiec rOwnos¢ jest niemozliwa. U



