
Analiza matematyczna 2B, Wykªad 5

Caªkowanie funkcji postaci R exp(u)
Na mocy twierdzenia Lioville'a-Ostrowskiego wiemy »e caªka funkcji R exp(u)
gdzie R i u s¡ w mniejszym ciele rózniczkowym (np. s¡ funkcjami wymiernymi)
je±li jest elementarna to te» jest takiej postaci. Wiemy te» »e∫

exp(x)

x

nie jest elementarna. Prowadzi to do pytania jak oblicza¢ takie caªki. Okazuje
si¦ »e dla caªek postaci R(x) exp(x) mo»na poda¢ metod¦ która dziaªa podobnie
jak metoda caªkowania funkcji wymiernych i zawsze daje wynik, cho¢ mo»e on
by¢ wyra»ony w terminach Ei je±li nie istnieje caªka elementarna. Mianowicie,
funkcj¦ R(x) rozkªadamy na uªamki proste:

R(x) = P (x) +
∑
i

ki∑
j=1

ci,j
(x− xi)j

gdzie P (x) jest wielomianem, ki s¡ rz¦dami biegunów R za± ci,j s¡ staªymi ze-
spolonymi. Wtedy caªk¦ z R(x) exp(x) mo»emy oblicza¢ niezale»nie dla ka»dego
bieguna: ∫

R(x) exp(x) =

∫
P (x) exp(x) +

∑
i

∫ ki∑
j=1

ci,j exp(x)

(x− xi)j

Je±li ki > 1 to u»ywaj¡c równo±¢(
exp(x)

(x− xi)j

)′

= −j
exp(x)

(x− xi)j+1
+

exp(x)

(x− xi)j

czyli ∫
exp(x)

(x− xi)j+1
= − exp(x)

j(x− xi)j
+

∫
exp(x)

j(x− xi)j

mo»emy zmniejszy¢ rz¡d biguna o jeden. Po sko«czonej ilo±ci kroków albo
obliczymy nasz¡ caªk¦ albo otrzymamy caªk¦ gdzie ki = 1. Je±li dostaniemy
niezerowe czªony z ki = 1 to caªka nie jest elementarna i trzeba wyrazi¢ caªk¦
w terminach Ei. Mianowicie,

Ei(x− x0)
′ =

exp(x− x0)

x− x0
= exp(−x0)

exp(x)

x− x0

co pozwala obliczy¢ caªki z czªonów gdzie ki = 1. Czªon P (x) exp(x) caªkujemy
przez cz¦±ci. �¡cznie naszkcowan wy»ej procedura pozwala scaªkowa¢ dowoln¡
funkcj¦ postaci R(x) exp(x), tyle »e wynik mo»e zawiera¢ Ei. Zauwa»my »e Ei
peªni przy caªkowaniu funkcji postaci R(x) exp(x) podobn¡ rol¦ do logarytmu.
Caªek dla których nasza procedura produkuje Ei nie da si¦ obliczy¢ przy po-
mocy funkcji elementarnych (tak jak

∫
1
x nie da si¦ wyrazi¢ w terminach funkcji

wymiernych). Tak jak logarytm Eimo»e by¢ u»yte do caªkowania bardziej skom-
plikowanych funkcji postaci R(x) exp(u(x)), gdzie R i u s¡ w mniejszym ciele
ró»niczkowym, czy caªek postaci R(x, exp(u(x)) gdzie R jest funkcj¡ wymiern¡
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dwu zmennych. Jednak»e w ogólnej sytuacji nie ma gwarancji »e Ei wystarczy
do caªkowania, np. ∫

xk

exp(x)− 1

dla caªkowitego k ≥ 1 nie daje si¦ wyrazi¢ w terminach funkcji elementarnych i
Ei.
Przy caªkowaniu funkcji postaci R(x) exp(u(x)) post¦pujemy analogicznie jak
dla R(x) exp(x). Najpierw staramy si¦ usun¡c wielokrotne bieguny R(x) nie
b¦d¡ce biegunami u, mo»na to robi¢ albo u»ywaj¡c rozkªadu na uªamki proste,
albo adaptuj¡c metod¦ Hermite'a. Pojedyncze beguny R(x) nie b¦d¡ce biegu-
nami u cz¦sto pochodz¡ z czªonów typu Ei i mo»a je wyeliminowa¢ odejmuj¡c
odpowiednie pochodne czªonów typu Ei. W prostych przypadkach czªony Ei
daje si¦ znale¹¢ z rozkªadu R(x) na uªamki proste. Ogólna metoda wyznacza-
nia takich czªonów jest do±¢ skomplikowana i j¡ pominiemy. Je±li udaªo si¦ nam
wyeliminowa¢ czªony typu Ei (albo ich od pocz¡tku nie byªo) to otrzymamy
caªk¦ gdzie R(x) ma tylko bieguny wspólne z u (w przeciwnym razie caªka nie
daje si¦ wyrazi¢ w termianch znanych nam funkcji). Mamy równo±¢

(H(x) exp(u(x)))′ = (H ′(x) + u′(x)H(x)) exp(x)

u′ jako pochodna je±li ma biegun to jest on co najmniej rz¦du l ≥ 2. A wi¦c
je±li u(x) ma biegun w x0 i H(x) ma biegun rz¦du k w x0 to H ′(x) ma biegun
rz¦du k + 1 w x0, za± u′(x)H(x) ma w x0 biegun rz¦du k + l > k + 1. W
wi¦c H ′(x) + u′(x)H(x) ma w x0 biegun rz¦du k + l. Bazuj¡c na tej obserwa-
cji mo»na dobra¢ H tak by R(x) exp(u(x))− (H(x) exp(u(x)))′ miaªo mniejszy
rz¡d bieguna w x0. Po sko«czonej liczbie kroków dojdziemy do R b¦d¡cego wie-
lomianem. W przypadku caªek postaci

∫
P (x) exp(u(x)) gdzie P (x) i u(x) s¡

wielomianami caªkowanie przez cz¦±ci pozwala obni»a¢ stopie« P tak by staª si¦
mniejszy ni» stopie« u. Je±li w wyniku tego zredukujemy P do zera, to caªka jest
elementarna, je±li nie to caªka jest nieelementarna. Mo»e wtedy wymaga¢ czªo-
nów typu erf lub podobnych. Je±li w caªce

∫
P (x) exp(u(x)) u ma beigumy, to

mo»emy prowadzi¢ caªkowanie przez cz¦±ci w ten sposób by P (x) byªo podzielne
przez coraz wy»sze pot¦gi mianownika u. Wiadomo »e je±li caªka jest elemen-
tarna to w pewnym momencie P stanie si¦ równy 0 i procedura si¦ zatrzyma.
Je±li caªka jest nieelemetarna to procedura caªkowania przez cz¦±ci b¦dzie dzia-
ªa¢ w niesko«czono±¢, produkuj¡¢ P coraz wy»szego stopnia. Na podstawie
oryginalnego P daje si¦ wyznaczy¢ maksymalny mo»liwy stopie« P który mo»e
si¦ pojawi¢ przy caªkowaniu funkcji elementarnych. Wtedy je±li w procedurze
caªkowania przez cz¦±ci pojawi si¦ P wi¦kszego stopnia to mo»emy zatrzyma¢
procedur¦ konkluduj¡c »e caªka jest nieelementarna. Pominemy detale tego. W
praktyce, je±li pojawi¡ si¦ czªony wy»szego stopnia ni» w oryginalnej caªce to ma
sens si¦ podda¢ (caªki elementarne gdzie potrzebne s¡ czªony wy»szych stopni
pojawiaj¡ si¦ do±¢ rzadko).
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