Analiza matematyczna 2B, Wyklad 5
Calkowanie funkcji postaci Rexp(u)
Na mocy twierdzenia Lioville’a-Ostrowskiego wiemy ze calka funkcji Rexp(u)
gdzie R i u sa w mniejszym ciele rozniczkowym (np. sa funkcjami wymiernymi)
jesli jest elementarna to tez jest takiej postaci. Wiemy tez ze
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nie jest elementarna. Prowadzi to do pytania jak oblicza¢ takie caltki. Okazuje
sie ze dla calek postaci R(x) exp(z) mozna poda¢ metode ktora dziata podobnie
jak metoda catkowania funkcji wymiernych i zawsze daje wynik, cho¢ moze on
by¢ wyrazony w terminach Ei jesli nie istnieje catka elementarna. Mianowicie,
funkcje R(x) rozktadamy na utamki proste:

R(z) +ZZI xi;
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gdzie P(x) jest wielomianem, k; sa rzedami biegunéw R za$ ¢, ; sa statymi ze-
spolonymi. Wtedy catke z R(z) exp(x) mozemy obliczaé¢ niezaleznie dla kazdego
bieguna:
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mozemy zmniejszy¢ rzad biguna o jeden. Po skoiiczonej ilosci krokéw albo
obliczymy nasza catke albo otrzymamy catke gdzie k; = 1. Jesli dostaniemy
niezerowe czlony z k; = 1 to calka nie jest elementarna i trzeba wyrazi¢ catke
w terminach Ei. Mianowicie,
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co pozwala obliczy¢ calki z cztonow gdzie k; = 1. Czlon P(z)exp(z) catkujemy
przez czesci. Lacznie naszkcowan wyzej procedura pozwala scatkowaé¢ dowolng
funkcje postaci R(x)exp(x), tyle ze wynik moze zawiera¢ Ei. Zauwazmy ze Ei
pelni przy catkowaniu funkcji postaci R(z)exp(x) podobna role do logarytmu.
Catlek dla ktorych nasza procedura produkuje Ei nie da sie obliczyé przy po-
mocy funkcji elementarnych (tak jak [ % nie da sie wyrazi¢ w terminach funkcji
wymiernych). Tak jak logarytm Ei moze by¢ uzyte do catkowania bardziej skom-
plikowanych funkcji postaci R(z)exp(u(x)), gdzie R i u sa w mniejszym ciele
rozniczkowym, czy calek postaci R(x,exp(u(z)) gdzie R jest funkcja wymierna



dwu zmennych. Jednakze w ogoélnej sytuacji nie ma gwarancji ze Ei wystarczy

do catkowania, np.
/
exp(z) — 1

dla catkowitego k > 1 nie daje sie wyrazi¢ w terminach funkcji elementarnych i
Ei.

Przy catkowaniu funkcji postaci R(x)exp(u(x)) postepujemy analogicznie jak
dla R(x)exp(z). Najpierw staramy sie usunac wielokrotne bieguny R(x) nie
bedace biegunami u, mozna to robi¢ albo uzywajac rozktadu na utamki proste,
albo adaptujac metode Hermite’a. Pojedyncze beguny R(zx) nie bedace biegu-
nami u czesto pochodza z cztonéw typu Ei i moza je wyeliminowaé¢ odejmujac
odpowiednie pochodne czlonéw typu Ei. W prostych przypadkach czlony Ei
daje sie znalez¢ z rozkladu R(z) na utamki proste. Ogoélna metoda wyznacza-
nia takich cztonéw jest dosé¢ skomplikowana i ja pominiemy. Jesli udato sie nam
wyeliminowa¢ czlony typu Ei (albo ich od poczatku nie bylo) to otrzymamy
caltke gdzie R(z) ma tylko bieguny wspoélne z u (w przeciwnym razie calka nie
daje sie wyrazi¢ w termianch znanych nam funkcji). Mamy réwnosé

(H(x) exp(u(z)))’ = (H'(z) + v/ (2)H(z)) exp(z)

u’ jako pochodna jesli ma biegun to jest on co najmniej rzedu I > 2. A wiec
jesli u(z) ma biegun w ¢ i H(z) ma biegun rzedu k w z¢ to H'(x) ma biegun
rzedu k + 1 w zg, zas§ v/(z)H(x) ma w zo biegun rzedu k+1 > k+1. W
wiec H'(z) 4+ u/(z)H (z) ma w xg biegun rzedu k + [. Bazujac na tej obserwa-
cji mozna dobra¢ H tak by R(z)exp(u(z)) — (H(x)exp(u(x)))’ miato mniejszy
rzad bieguna w zy. Po skoriczonej liczbie krokéw dojdziemy do R bedacego wie-
lomianem. W przypadku calek postaci [ P(z)exp(u(z)) gdzie P(z) i u(x) sa
wielomianami catkowanie przez czesci pozwala obnizaé¢ stopienn P tak by stat sie
mniejszy niz stopien u. Jesli w wyniku tego zredukujemy P do zera, to catka jest
elementarna, jesli nie to catka jest nieelementarna. Moze wtedy wymagaé czto-
néw typu erf lub podobnych. Jesli w catce [ P(z)exp(u(z)) v ma beigumy, to
mozemy prowadzi¢ catkowanie przez czesci w ten sposob by P(z) bylto podzielne
przez coraz wyzsze potegi mianownika u. Wiadomo ze jesli catka jest elemen-
tarna to w pewnym momencie P stanie sie réwny 0 i procedura sie zatrzyma.
Jesli calka jest nieelemetarna to procedura catkowania przez czesci bedzie dzia-
ta¢ w nieskoniczono$é, produkujaé P coraz wyzszego stopnia. Na podstawie
oryginalnego P daje sie wyznaczy¢ maksymalny mozliwy stopien P ktéry moze
sie pojawié¢ przy calkowaniu funkcji elementarnych. Wtedy jesli w procedurze
calkowania przez czesci pojawi sie P wiekszego stopnia to mozemy zatrzymac
procedure konkludujac ze catka jest nieelementarna. Pominemy detale tego. W
praktyce, jesli pojawia sie cztony wyzszego stopnia niz w oryginalnej catce to ma
sens sie poddac (catki elementarne gdzie potrzebne sa czlony wyzszych stopni
pojawiaja sie dos¢ rzadko).



