
Analiza matematyczna 3B, Lista 10

1. Niech ωi, i = 1, . . . , k b¦d¡ formami liniowymi (stopnia 1) za± vi, i = 1, . . . , k
b¦d¡ wektorami. Uzasadnij »e

(ω1 ∧ · · · ∧ ωk)(v1, . . . , vk) = det(a)

gdzie a jest macierz¡ tak¡ »e ai,j = ωi(vj).
Wskazówka: Trzeba rozpisa¢ de�nicje.
2. Niech xi b¦d¡ wspóªrz¦dnymi na Rn za± dxi tworz¡ baz¦ dualn¡ do bazy
standartowej, tzn dxi(ei) = δi,j gdzie δi,j = 1 dla i = j zas w przeciwnym razie
δi,j = 0. Niech ω =

∑
I cIdxI gdzie I przebiega ci¡gi indeksów takie »e 1 ≤

i1 < i2 < · · · < ik ≤ n i dxI = dxi1 ∧· · ·∧xik . Uzasadnij »e cI = ω(ei1 , . . . , eik).
3. Dla v = (v1, v2, v3) ∈ R3 de�niujemy form¦ ωv wzorem ωv = v1dx1+v2dx2+
v3dx3. Sprawd¹ »e ωv(w) = (v, w) (gdzie (·, ·) oznacza iloczyn skalarny). Dla
danych u i v znajd¹ w takie »e dla dowolnego z mamy wzór

ωu ∧ ωv ∧ ωz = (w, z)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

(takie w nazywamy iloczynem wektorowym u i v i oznaczamy przez u× v).
4. Uzasadnij »e ka»da forma dwuliniowa jest sum¡ formy antysymetrycznej i
formy symetrycznej. Uzasadnij »e forma trójliniowa zadana wzorem

F (x, y, z) = x1y2z3

nie jest sum¡ formy symetrycznej i antysymetrycznej.
5. Niech ω = 2xydx. Oblicz dω. Niech γ1(s) = (s, s), γ2(s) = (s, s2). Oblicz∫
[0,1]

γ∗i ω dla i = 1, 2.

6. Niech ω = 2xydx+x2dy. Oblicz dω. Oblicz
∫
[0,1]

γ∗i ω dla i = 1, 2 gdzie γi s¡

zde�niowane w poprzednim zadaniu.
7. Niech ω = xdy−ydx

x2+y2 dla (x, y) 6= (0, 0). Oblicz dω. Niech γ(s) = (cos(s), sin(s)).

Oblicz
∫
[0,2π]

γ∗ω.

8. Niech f b¦dzie funkcj¡ klasy C1 na Rn i niech γ : R 7→ Rn te» b¦dzie klasy
C1. Uzasadnij »e

∫
[0,1]

γ∗df = f(γ(1))− f(γ(0)).
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