
Analiza matematyczna 3B, Lista 11

1. Niech ω b¦dzie form¡ ró»niczkow¡ klasy C1 i stopnia k na Rn. Pochodn¡ ω
traktujemy jako odwzorowanie k + 1 liniowe, dokªadniej piszemy

ω′(v1, v2, . . . , vk+1)(x) = (∂v1
ω(v2, . . . , vk+1))(x).

Uzasadnij »e dω = (k + 1)A(ω′) gdzie A oznacza antysymetryzacj¦. Uzasadnij
»e antysymetryzacja jest potrzebna, tzn. »e ω′ zwykle nie jest antysymetryczna.
2. Tak jak w zadaniu 3 z poprzedniej listy dla v = (v1, v2, v3) ∈ R3 de�niujemy
form¦ ωv wzorem ωv = v1dx1 +v2dx2 +v3dx3. Je±li v jest funkcj¡ x to otrzymu-
jemy w ten sposób form¦ ró»niczkow¡. Przy ustalonym x znajd¹ w takie takie
»e dla dowolnego z mamy wzór

(dωv)(x) ∧ ωz = (w, z)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

(takie w nazywamy rotacj¡ v i oznaczamy przez rot(v)).
3. Niech H ⊂ Rm+n b¦dzie hiperpowierzchni¡ wymiaru m klasy Ck. Uzasadnij
»e H lokalnie mo»na potraktowa¢ jako wykres funkcji, tzn. dla dowolnego x ∈
H istnieje otoczenie U , otocznie zera V ⊂ Rm, funkcja f : V → Rn klasy
Ck i odwzorowanie Φ : Rm+n → Rm+n klasy Ck z odwrotno±ci¡ klasy Ck

(dyfeomor�zm klasy Ck), takie dla F : V → Rm+n zadanego wzorem F (x) =
(x, f(x)) funkcja Φ ◦ F jest parametryzacj¡ U .
4. Niech f : Rn → Rk b¦dzie klasy C1, F : Rn → Rn+k b¦dzie zadane wzorem
F (x) = (x, f(x)) (tzn. F odwzorowuje dziedzin¦ f na wykres f), A ⊂ Rn

b¦dzie mierzalny i S = F (A). Niech forma ró»niczkowa φ na Rn+k b¦dzie
zadana wzorem φ(x, y) = u(x, y)dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn. Uzasadnij »e (F ∗φ)(x) =
u(x, f(x))dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn. Wywnioskuj st¡d »e∫

S

φ =

∫
A

u(x, f(x))dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn

5. Niech H ⊂ Rm+1 b¦dzie hiperpowierzchni¡ wymiaru m klasy C1 i niech
nx b¦dzie wektorem normalym do H jednostkowej dªugo±ci. Zakªadaj¡c »e nx
jest ci¡gªy de�nujemy form¦ η wzorem ηx = inx(dx1 ∧ · · · ∧ dxn+1). Je±li u jest
funkcj¡ caªkowaln¡ na H (wzgl¦dem miary powierzchniowej) to∫

H

udµ = c

∫
H

uη

gdzie dµ oznacza caªk¦ wzgl¦dem miary powierzchniowej za± c = 1 lub c = −1.
Wskazówka: wystarczy to pokaza¢ dla hiperpowierzchni sparametryzowanej
pewn¡ funkcj¡ f . Wtedy trzeba pokaza¢ wzór cJ(f ′)dx1 ∧ · · · ∧ dxn = f∗η.
6. Niech γ(t) = (cos(t)3, sin(t)3) i niech A b¦dzie obszarem ograniczonym przez
γ([0, 2π]). Oblicz pole A.

1


