Analiza matematyczna 3B, Lista 12
Uwaga: We wszystkich zadaniach zakladamy ze wystepujace tam funkcje sa
wystarczajaco regularne, nawet jesli to nie jest napisane w tresci konkretnego
zadania.
1. Niech v bedzie funkcjg n zmiennych o wartosciach w R™ zas f bedzie funkcja
n zmiennych o warto$ciach w R. Sprawdz ze div(vf) = (v,Vf) + fdiv(v).
Podobnie sprawdz ze dw,f = df A w, + fdw, gdzie w, jest jak w zadanich z
poprzednich list. Dla n = 3 sprawdz ze rot(vf) = Vf x v + frot(v) gdzie x
oznacza iloczyn wektorowy. Podaj posta¢ tych wzoréw w przypadku gdy v jest
staty.
2. Niech v, w,w € R3 bedza ustalonymi wektoremi za$ ¢ bedzie stala. Funkcje f
zadajemy wzorem f(¢,x) = sin(ct — (w, x)). Sprawdz ze traktujac f jako funkcje
tylko zmiennej x mamy V f = —w cos(ct — (w, x)). Pole wektorowe E zalezne od
czasu t zadajemy wzorem E(t,z) = vf. Oblicz div(E) i rot(E). Sprawdz ze jesli
B(t,z) = wf to bezwymiarowe rownania Maxwella (bez pradéw i tadunkow)
divE =0, divB = 0, rot(E) = —9; B, rot(B) = —0; F sa spelione wtedy i tylko
wtedy gdy (w,v) =0, (wy,w) =0, cv = w X w, cw = —w X v. Uzasadnij ze
implikuje to 7ze w,v i w za wzajemnie prostopadte, ¢ = |w|?, |v| = |w| i v, w.
Podnadto, jesli spelniony jest ostatni zestaw warunkéw to mozna dobraé zwroty
v i w tak by poprzednie warunki bylty spetnione.
Komentarz: Oznacza to 7ze rownania Maxwella maja rozwiazanie bedace fala.
Zwiazek ¢ = |w|? oznacza ze w wariancie bezwymiarowym fala rozchodzi sie
z predkoscia 1. Przy standartowych jednostkach daje to predkosé¢ (poeo) /2
gdzie ug to przenikalno$é magnetyczna prozni zas € to przenikalnosé elektryczna
prozni).
Wskazowka: Uzyj wzory z zadania 1.
3. Niech v i w beds wektorami z R? i niech
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Wtedy J(A) = /|v]2||w]? — (v,w)2. Podaj podobny wzér dla macierzy z
trzema wierszami.

Wskazowka: Wynika to z wzoru J(A) = vdet AT A.

4. Niech f bedzie funkcja klasy C? na R*. Wyraz
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w terminach f/(0) i f(0). Wywnioskuj stad ze jesli dla dowolnego R takiego
ze kula o §rodku w z i promieniu R jest zawarta w dziedzinie f mamy
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gdzie ¢, jest k — 1 wymiarowa miarg sfery jednostkowej w R¥ to f jest harmo-
niczna.

Uwaga: Jest to wlasno$¢ przeciwna do wilasnosci z zadania na konwersatorium.
5. Niech = dx1 A dxy A dos bedzie forma objetosci na R3. Uzasadnij ze jesli
H jest dwuwymiarowa hiperpowierzchnia zorientowana z brzegiem zawarta w



R3, n jest wektorem ortogonalnym do H, takim ze i,n zadaje orientacje H,
[ :R3 = R3 jest funkcja o wartosciach wektorowych, w =iz to

= w

Wskazowka: Roztéz f na cze$é réwnoleglta do n i ortogonalng do n. Uzasadnij
ze jesli f jest ortogonalne do n to w = 0 na przestrzeni stycznej do H.

6. Niech f,g:R¥ — R beda funkcjami klasy C? i niech A = Zle 9%. Oblicz
div(gVf) w terminach g,Vg,Vf, Af. Uzasadnij ze jeSli A jest obszarem z
brzegiem klasy C! to
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gdzie n jest jednostkowym wektorem normalnym do OA skierowanym na ze-
wnatrz. Podobnie

/ (JAg — gAf) = / (F(g:m) — g(f.m).
A A

7. Uzasadnij ze jedli f : R? — R3 jest klasy C? to div(rot(f)) = 0.

Wskazowka: Jest to wzér ddw = 0 w innej notacji.

8. Sprawdz ze div(Vf) = A gdzie A jest zdefiniowany z zadniu 6.

9. Niech U C R3 bedzie zbiorem otwartym i wypuklym. Uzasadnij ze jesli
f: U — R? jest klasy C! i rot(f) = 0 to istnieje funkcja g taka ze f = Vg.
Podobnie, jesli div(f) = 0, to istnieje h takie ze f = rot(h).

Wskazowka: Sa to szczegdlne przypadki pokazanego na wykladzie Lematu Po-
incarego.

10. Niech v : [a,b] — R? bedzie zadana wzorem 7(s) = (s,log(s)). Oblicz
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jako funkcje a i b.

11. Ktoére z ponizszych form sg pochodnymi zewnetrznymi:
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12. Niech f bedzie funkcja harmoniczng dla |x| < R i f ktora jest funkcja
radialna, tzn. jesli |z| = |y| to f(z) = f(y). Uzasadnij ze f jest stata. Uzasadnij
ze funkcja k zmiennych U zadana wzorem

U(x) = /|y_R & — 2



jest harmoniczna dla |z| < R i radialna. Wywnioskuj stad ze U jest stala.
Wskazowka: Uzyj wyniku zadania z konwersatorium.

Komentarz: Jest to dowod tego ze jednorodna sfera wywiera zerowe przyciaganie
na punkty wewnatrz.

13. Srodek ciezkosci obszaru ograniczonego U C R™ definiujemy wzorem
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gdzie A\(A) oznacza miare Lebesque’a zbioru A (jest to catka z funkcji wektorowo
wartosciowej). Uzasadnij ze jesli A ma gladki brzeg to
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gdzie @ oznacza ze pomijamy odpowiedni czton.
14. Niech y € R3 i R > 0 bedza ustalone i H C R® = {z : |z — y| = R}. Oblicz
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gdzie na H przyjmujemy orientacje jako brzeg kuli.
15. Niech a,b,c > 0 bedza ustalone i niecch H C R® = {(z1,22,23) : 21 >
0,ax? + br3 + cx3 = 1}. Oblicz
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gdzie na H przyjmujemy orientacje jako brzeg elipsoidy.
16. Uzywajac wzér Stokesa oblicz
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gdzie w = (y? + 22)dz + (22 + 22)dy + (22 + y?)dz za$ H jest czeScig przekroju
sfery {(z,9,2) : (v — R)? + y* + 22 = R?} z walcem {(z — )% + y? < r?} taka
ze z > 0 na H (innymi stowy bierzemy gérna potowe przekroju).

Wskazowka: Przeksztalcajac catke z formy do calki powierzchniowej (jak w
zadaniu 5) i z powrotem pokaz ze

/ dw:2R/ dx N dy.
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