Analiza matematyczna 3B, Lista 3

1. Na R? definujemy norme wzorem ||(z1,2)| = max(3|z1|,4|x2], 3|z1 — 22]).
Uzasadnij ze jest to norma. Naszkicuj {z : ||z] < 1}.
2. Na R? zadane s dwie normy |- ||y 1 || - [|l2. Wiemy ze { : ||z, <1} = {z:

l|z]|2 < 1}. Uzasadnij ze ||z||1 = ||z])2-
3. Ktore z ponizszych funkcji maja ciagle pochodne czastkowe (a wiec sa C1):
fla,y) =5, flz,y) = wcos(y), flz,y) = |2 cos(v/|z]), f(z,y) = || — |2 —yl.

Uzasadnij.
4. Na R™ norma LP jest zadana wzorem

1
n P
|, = <Z|ﬂc¢p> :
i=1

Dla jakich p € [1,00) norma jest rézniczkowalna jako funkcja x? Czy jest ona
wtedy C1?

5. Niech v € R" spelnia |v]s = 1. Odwzorowanie R, zadajemy wzorem R, (x) =
x—2v(z,v). Opisz R, geometrycznie. Zapisz macierz R, i uzasadnij ze macierz
transponowana jest taka sama. Uzasadnij ze R2z = z i ze R, jest ortogonalne.

6. Niech (t) (t)
cos(t sin(t
A(t) = ( —sin(t) cos(t) )

Uzasadnij ze dla dowolnego ¢ € R macierz A(t) jest ortogonalna. Ponadto
Aty +t2) = A(t1)A(t2). Czy A jako odwzorowanie z R w macierze 2 x 2 jest
rozniczkowalne?

7. Jesli V;, i = 1..2 sa przestrzeniami unormowanymi to na V; x V5 mozemy
wprowadzi¢ norme jednym ze wzorow:

(@1, z2)llr = llzalls + [[2]]2,

(21, 22)[loo = max([|z[|1, [l2][2),

(@1, @2)ll2 = /Nl + [l]3-

[(z1,72)lec < [[(21,22)[l2 < [[(z1,22)[]1 < 2(21, 22)]lco-

Uzasadnij ze

8. Jesli V;, i = 1,...,n+ 1 sa przestrzeniami unormowanymi za§ M : V7 X
Vo x -+ xV, = V41 jest odwzorowaniem wieloliniowym to méwimy ze M jest
ograniczone jesli istnieje C' € [0, 00) takie ze dla dowolnych 1 € Vi,...,z, €
V,, zachodzi nier6wnosé |M(z1,...,zn)|| < Cllz1|/l|z2|l-- - ||znl. Norme [|M]|
definiujemy jako kres dolny mozliwych C' w definicji wyzej. Uzasadnij ze

M|l = sup [[M(z1,...,2z.)]l
[EEs!

Uzasadnij ze z tak zdefinowana normg przestrzen B(Vy, Vs, ..., V,41) odwzoro-
wan wieloliniowych ograniczonych staje sie przestrzenia unormowana.

9. Niech V;, 7 =1,...,n+ 1 sa przestrzniami euklidesowmi za§ M : V; x V5 X
-+ x V, = V41 jest odwzorowaniem wieloliniowym ograniczonym. Uzasadnij
ze M jest funkcja klasy C*, a wiec ciagla.



Wskazowka: Uzyj indukcje: pochodna M jest sumg funkeji zalezacych od mniej-
szej liczby zmiennych.

10. Niech V;, i = 1,2, 3 sa przestrzniami unormowanymi. Uzasadnij ze je§li M
jest odwzorowaniem dwuliniowym ograniczonym, to wzor Ly (x)(y) = M(z,y)
przy ustalonym x zadaje odwzorowanie liniowe ograniczone z V5 do Vi, czyli
dostajemy funkcje z V4 w B(Va, V3). Ponadto ta funkcja liniowa i ograniczona,
czyli Ly jest to element B(Vi, B(Va,V3)). Uzasadnij ze przyporzadkowanie
M — Ly zadaje izometrie B(Vy, V2, V3) z B(Vy, B(Va, V3)).

11. Na R” rozpatrujemy norme L*. Niech A bedzie odwzorowaniem z macierza
(aij), tzn. (Az); = Y77, a; jz;j. Uzasadnij ze ||All = max; 27 | [a; ;| (uwaga:
tu przy liczeniu normy operatorowej uzywamy na R™ norme L').



