
Analiza matematyczna 3B, Lista 3

1. Na R2 de�nujemy norm¦ wzorem ‖(x1, x2)‖ = max(3|x1|, 4|x2|, 3|x1 − x2|).
Uzasadnij »e jest to norma. Naszkicuj {x : ‖x‖ < 1}.
2. Na R2 zadane s¡ dwie normy ‖ · ‖1 i ‖ · ‖2. Wiemy »e {x : ‖x‖1 < 1} = {x :
‖x‖2 < 1}. Uzasadnij »e ‖x‖1 = ‖x‖2.
3. Które z poni»szych funkcji maj¡ ci¡gªe pochodne cz¡stkowe (a wi¦c s¡ C1):
f(x, y) = x

y , f(x, y) = x cos(y), f(x, y) = |x|3 cos(
√
|x|), f(x, y) = |x| − |x− y|.

Uzasadnij.
4. Na Rn norma Lp jest zadana wzorem

|x|p =

(
n∑

i=1

|xi|p
) 1

p

.

Dla jakich p ∈ [1,∞) norma jest ró»niczkowalna jako funkcja x? Czy jest ona
wtedy C1?
5. Niech v ∈ Rn speªnia |v|2 = 1. Odwzorowanie Rv zadajemy wzorem Rv(x) =
x−2v(x, v). Opisz Rv geometrycznie. Zapisz macierz Rv i uzasadnij »e macierz
transponowana jest taka sama. Uzasadnij »e R2

vx = x i »e Rv jest ortogonalne.
6. Niech

A(t) =

(
cos(t) sin(t)
− sin(t) cos(t)

)
.

Uzasadnij »e dla dowolnego t ∈ R macierz A(t) jest ortogonalna. Ponadto
A(t1 + t2) = A(t1)A(t2). Czy A jako odwzorowanie z R w macierze 2 × 2 jest
ró»niczkowalne?
7. Je±li Vi, i = 1..2 s¡ przestrzeniami unormowanymi to na V1 × V2 mo»emy
wprowadzi¢ norm¦ jednym ze wzorów:

‖(x1, x2)‖1 = ‖x1‖1 + ‖x‖2,

‖(x1, x2)‖∞ = max(‖x1‖1, ‖x‖2),

‖(x1, x2)‖2 =
√
‖x1‖21 + ‖x‖22.

Uzasadnij »e

‖(x1, x2)‖∞ ≤ ‖(x1, x2)‖2 ≤ ‖(x1, x2)‖1 ≤ 2‖(x1, x2)‖∞.

8. Je±li Vi, i = 1, . . . , n + 1 s¡ przestrzeniami unormowanymi za± M : V1 ×
V2 × · · · × Vn → Vn+1 jest odwzorowaniem wieloliniowym to mówimy »e M jest
ograniczone je±li istnieje C ∈ [0,∞) takie »e dla dowolnych x1 ∈ V1, . . . , xn ∈
Vn zachodzi nierówno±¢ ‖M(x1, . . . , xn)‖ ≤ C‖x1‖‖x2‖ . . . ‖xn‖. Norm¦ ‖M‖
de�niujemy jako kres dolny mozliwych C w de�nicji wy»ej. Uzasadnij »e

‖M‖ = sup
‖xi‖≤1

‖M(x1, . . . , xn)‖

Uzasadnij »e z tak zde�nowan¡ norm¡ przestrze« B(V1, V2, . . . , Vn+1) odwzoro-
wa« wieloliniowych ograniczonych staje si¦ przestrzeni¡ unormowan¡.
9. Niech Vi, i = 1, . . . , n + 1 s¡ przestrzniami euklidesowmi za± M : V1 × V2 ×
· · · × Vn → Vn+1 jest odwzorowaniem wieloliniowym ograniczonym. Uzasadnij
»e M jest funkcj¡ klasy C1, a wi¦c ci¡gª¡.
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Wskazówka: U»yj indukcj¦: pochodna M jest sum¡ funkcji zale»¡cych od mniej-
szej liczby zmiennych.
10. Niech Vi, i = 1, 2, 3 s¡ przestrzniami unormowanymi. Uzasadnij »e je±li M
jest odwzorowaniem dwuliniowym ograniczonym, to wzór LM (x)(y) = M(x, y)
przy ustalonym x zadaje odwzorowanie liniowe ograniczone z V2 do V3, czyli
dostajemy funkcj¦ z V1 w B(V2, V3). Ponadto ta funkcja liniowa i ograniczona,
czyli LM jest to element B(V1, B(V2, V3)). Uzasadnij »e przyporz¡dkowanie
M 7→ LM zadaje izometri¦ B(V1, V2, V3) z B(V1, B(V2, V3)).
11. Na Rn rozpatrujemy norm¦ L1. Niech A b¦dzie odwzorowaniem z macierz¡
(ai,j), tzn. (Ax)i =

∑n
j=1 ai,jxj . Uzasadnij »e ‖A‖ = maxj

∑n
i=1 |ai,j | (uwaga:

tu przy liczeniu normy operatorowej u»ywamy na Rn norm¦ L1).
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