
Analiza matematyczna 3B, Lista 4

1. Niech V = Rb, v ∈ V b¦dzie ustalonym wektorem za± U ⊂ V b¦dzie zbiorem
otwartym i wypukªym. Uzasadnij »e je±li ∂vf(x) = 0 dla x ∈ U to dla x ∈ U ,
t ∈ R i takich »e y = x+ tv ∈ U mamy f(x) = f(y). Uzasadnij »e ta wªasno±¢
mo»e nie by¢ speªniona je±li U nie jest zbiorem wypukªym.
2. Uzasadnij »e je±li funkcja f jest ró»niczkowalna i ma ograniczon¡ pochodn¡
na zbiorze otwartym i wypukªym U , to f speªnia warunek Lipschitza (a wi¦c
jest te» jednostajnie ci¡gªa).
3. Niech f bedzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡ na Rn tak¡ »e f ′ jest jednostajnie
ci¡gªa. Niech φ(x, v) = f(x+ v)− f(x). Uzasadnij »e

lim
t→0

φ(x, tv)

t
= f ′(x)v

i »e zbie»no±¢ jest jednostajna na Rn × {v ∈ Rn : |v| ≤ 1}.
4. Je±li A jest macierz¡ n na n, to macierzow¡ funkcj¦ wykªadnicz¡ de�niujemy
wzorem

exp(A) =

∞∑
k=0

Ak

k!
.

Uzasadnij »e szereg ten jest zbie»ny w normie operatorowej dla dowolnego A.
Poka» »e je±li AB = BA to exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A) = exp(A + B).
Niech

A =

(
1 0
0 −1

)
,

B =

(
0 1
0 0

)
.

Oblicz exp(A), exp(B) i exp(A+B). Czy exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A)?
5. Funkcj¦ f : Rn − {0} → R nazywamy jednorodn¡ rz¦du α je±li dla t > 0
i dowolnego x 6= 0 zachodzi równo±¢ f(tx) = tαf(x). Uzasadnij »e ró»niczko-
walna f jest funkcj¡ jednorodn¡ wtedy i tylko wtedy gdy f ′(x)x = αf(x) (wzór
Eulera).
6. Niech |x| = (

∑n
i=1 x

2
i )

1/2. Poka» »e dla n ≥ 2 x 6= 0 zachodzi równo±¢∑n
i=1 ∂

2
i |x|1−n = 0.

7. Inwersj¦ na Rn − {0} zadajemy wzorem I(x) = x
|x|2 . Oblicz pochodn¡

I. Uzasadnij »e dla dowolnego x 6= 0 jest ona postaci liczba rzeczywista razy
odwzorwanie ortogonalne.
8. Które z poni»szych funkcji s¡ C2: f(x, y) = exp(x + y) cos(x2), f(x, y) =
|(x, y)|2, f(x, y) = |(x, y)|3, f(x, y) = |(x, y)|3/2. Uzasadnij.
9. Dla jakich p ∈ [1,∞) norma Lp na Rn jest k razy ró»niczkowalna dla x 6= 0?
10. Oblicz drugie pochodne cz¡stkowe ∂i∂j dla f(x, y) = exp(x+ y2), f(x, y) =
x

1+y2 .

11. Zapisz jawnie rozwini¦cie Taylora rz¦du 3 dla f(x, y) = x cos(x + y) w
(x, y) = 0 (tzn. oblicz f(0)+ f ′(0)h+(1/2)f (2)(0)(h, h)+ (1/6)f (3)(0)(h, h, h)).
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