Analiza matematyczna 3B, Lista 4
1. Niech V = R?, v € V bedzie ustalonym wektorem za§ U C V bedzie zbiorem
otwartym i wypuklym. Uzasadnij ze jesli 9, f(z) =0 dla z € U to dla = € U,
t € Ri takich ze y = z + tv € U mamy f(z) = f(y). Uzasadnij ze ta wlasnosé¢
moze nie by¢ spelniona jesli U nie jest zbiorem wypuktym.
2. Uzasadnij ze jesli funkcja f jest rézniczkowalna i ma ograniczona pochodng
na zbiorze otwartym i wypuklym U, to f spelnia warunek Lipschitza (a wiec
jest tez jednostajnie ciagta).
3. Niech f bedzie funkcjg rézniczkowalna na R™ taka ze f’ jest jednostajnie
ciagta. Niech ¢(z,v) = f(z +v) — f(z). Uzasadnij ze
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i ze zbieznos¢ jest jednostajna na R™ x {v € R™ : |v| < 1}.
4. Jesli A jest macierza n na n, to macierzowa funkcje wyktadniczg definiujemy
wzorem .
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Uzasadnij ze szereg ten jest zbiezny w normie operatorowej dla dowolnego A.
Pokaz ze jesli AB = BA to exp(A)exp(B) = exp(B)exp(A4) = exp(4 + B).
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Oblicz exp(A), exp(B) i exp(A + B). Czy exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A)?
5. Funkcje f : R® — {0} — R nazywamy jednorodna rzedu « jesli dla ¢t > 0
i dowolnego = # 0 zachodzi rownosé f(tx) = t®f(x). Uzasadnij ze rozniczko-
walna f jest funkcja jednorodna wtedy i tylko wtedy gdy f'(x)z = af(z) (wzor
Eulera).
6. Niech |z| = (31, 2?)Y/2. Pokaz 7e dla n > 2 o # 0 zachodzi réwno§é
>ig Ol = 0.
7. Inwersje na R” — {0} zadajemy wzorem I(zx) = rrz- Oblicz pochodna
I. Uzasadnij ze dla dowolnego x # 0 jest ona postaci liczba rzeczywista razy
odwzorwanie ortogonalne.
8. Ktore z ponizszych funkcji sa C%: f(xz,y) = exp(z + y) cos(z?), f(z,y) =
(@, )%, f(z,y) = [(z,9), fz,y) = [(2,y)/*. Uzasadnij.
9. Dla jakich p € [1,00) norma L? na R™ jest k razy rozniczkowalna dla x # 07
10. Oblicz drugie pochodne czastkowe 9;0; dla f(z,y) = exp(z +y?), f(z,y) =
11. Zapisz jawnie rozwiniecie Taylora rzedu 3 dla f(z,y) = zcos(z +y) w
(x,y) = 0 (tzn. oblicz £(0)+ f'(0)h 4+ (1/2)f@(0)(h, h) + (1/6) f3)(0)(h, h, h)).



