Analiza matematocz2na 3B, Lista 5
1. Niech f(z,y) = a:y;}jrzz dla (z,y) # (0,0) i f(0,0) = 0. Oblicz (9,9, f)(0,0)
i (0y0.£)(0,0). Wyjasnij otrzymany wynik.
2. Niech f(x,y) = (z +y) exp(—2? — y?). ZnajdZ punkty krytyczne f, sprawdz
ktore z nich to minima czy maksima, znajdz globalne minimum i maksimum.
3. Niech f(z,y,2) = xyz. Znajdz maksimum f przy warunku ze x +y + 2z = 1,
z,y,2 > 0.
Wskazowka: Zapisz z = 1 —x —y i sprowadz problem do funkcji dwu zmiennych.
4. Niech f(z,y) = 2% + czy? + y*. Sprawdz ze (0,0) jest punktem krytycznym
dla f. Czy druga pochodna pozwala rozstrzygnac czy (0,0) jest minimum f?
Uzasadnij ze jesli |¢| < 2 to f ma w (0,0) minimum za$ jesli |¢| > 2 to (0, 0) nie
jest minimum.
5. Niech f i g beda funkcjami klasy C*. Uzasadnij ze superpozycja fog jest tez
klasy C*. Uzasadnij ze jesli f1, fo, g1 1 g2 sa klasy CF, x is yo sa ustalone i takie
ze g1(x0) = g2(20), f1(yo +h) = f2(yo +h) = o([|h]|*), g1(z0 +h) = ga(wo +h) =
o[h¥, to fi(gi(zo + h) — filga(wo + h)) = of|A]F). Wywnioskuj stad ze
rozwiniecie Taylora f o g rzedu k zalezy tylko od rozwninie¢ Taylora f i g,
w szczegOlnosci przy wyznaczaniu rozwiniecia Taylora mozna zastapi¢ f i g
wielomianami stopnia k. Uzyj to by podaé¢ wzoér na k-ta pochodna superpozycji.
6 Funkcje f : R® — R™ nazywamy monotoniczng jesli dla dowolnych z,y za-
chodzi nieréwnos¢ dla iloczynu skalarnego (v —y, f(z) — f(y)) > 0 (dlan =1
moéwilismy ze f jest rosnaca). Uzasadnij ze jesli f jest rézniczkowalna to jest
monotoniczna wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego = symetryczna czesé f/(z)
jest nieujemnie okre§lona, tzn, (f'(x)h,h) > 0.
7 Niech >, cxz® bedzie szeregiem potegowym o promieniu zbieznosci R i
niech A bedzie macierza taka ze ||A|| < R. Uzasadnij ze
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jest dobrze zdefinowane, tzn. szereg macierzowy jest zbiezny. Uzasadnij ze ten
szereg jest rozniczkowalny i podaj wzorem pochodna.
8. Niech f bedzie funkcja k-razy rozniczkowalna na R™ taka ze f*) jest jedno-
stajnie ciagta. Niech
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i 7e zbieznos¢ jest jednostajna na R™ x {v € R™ : ju| < 1}.

9. Podaj przyktad odwzorowania f : R — R takiego ze |f(z) — f(y)| < |z — y|,
lecz nie istnieje = taki ze f(x) = x.

10. Niech V' = R" i niech f : R x V bedzie funkcja ciagta i spelniajaca warunek
Lipschitza ze wzgledu na drugi argument, tzn. istnieje stala M taka ze

1f (2, y1) = flz,y2)l| < Mllys — w2l

Odzorowanie h definiujemy wzorem

h(6)(s) = / (b o(0))t



Uzasadnij ze istnieje ¢ > 0 takie ze h jest odworowaniem zwezajacym na
C([0,¢), V) (przestrzeni funkcji ciagtych na [0,e) o wartociach w V), tzn. ist-
nieje g < 1 takie ze dla dowolnych ¢1, ¢o zachodzi nieréwnos¢

sup [|h(¢1)(s) = h(d2)(s)[ < q sup [l¢1(s) = d2(s)]-

s€[0,e) s€[0,e)

Uzasadnij ze wartosci h to funkcje rézniczkowalne w sposéb ciagly i ze jesli
h(g) = g to g'(s) = f (s, 9(s))-



