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1. Niech f(x, y) = xy x2−y2

x2+y2 dla (x, y) 6= (0, 0) i f(0, 0) = 0. Oblicz (∂x∂yf)(0, 0)

i (∂y∂xf)(0, 0). Wyja±nij otrzymany wynik.
2. Niech f(x, y) = (x+ y) exp(−x2 − y2). Znajd¹ punkty krytyczne f , sprawd¹
które z nich to minima czy maksima, znajd¹ globalne minimum i maksimum.
3. Niech f(x, y, z) = xyz. Znajd¹ maksimum f przy warunku »e x+ y+ z = 1,
x, y, z > 0.
Wskazówka: Zapisz z = 1−x−y i sprowad¹ problem do funkcji dwu zmiennych.
4. Niech f(x, y) = x2 + cxy2 + y4. Sprawd¹ »e (0, 0) jest punktem krytycznym
dla f . Czy druga pochodna pozwala rozstrzygn¡c czy (0, 0) jest minimum f?
Uzasadnij »e je±li |c| ≤ 2 to f ma w (0, 0) minimum za± je±li |c| > 2 to (0, 0) nie
jest minimum.
5. Niech f i g b¦d¡ funkcjami klasy Ck. Uzasadnij »e superpozycja f ◦g jest te»
klasy Ck. Uzasadnij »e je±li f1, f2, g1 i g2 s¡ klasy C

k, x0 is y0 s¡ ustalone i takie
»e g1(x0) = g2(x0), f1(y0+h)− f2(y0+h) = o(‖h‖k), g1(x0+h)− g2(x0+h) =
o(‖h‖k, to f1(g1(x0 + h)) − f1(g2(x0 + h)) = o(‖h‖k). Wywnioskuj st¡d »e
rozwini¦cie Taylora f ◦ g rz¦du k zale»y tylko od rozwnini¦¢ Taylora f i g,
w szczególno±ci przy wyznaczaniu rozwini¦cia Taylora mo»na zast¡pi¢ f i g
wielomianami stopnia k. U»yj to by poda¢ wzór na k-t¡ pochodn¡ superpozycji.
6 Funkcj¦ f : Rn → Rn nazywamy monotoniczn¡ je±li dla dowolnych x, y za-
chodzi nierówno±¢ dla iloczynu skalarnego (x − y, f(x) − f(y)) ≥ 0 (dla n = 1
mówili±my »e f jest rosn¡ca). Uzasadnij »e je±li f jest ró»niczkowalna to jest
monotoniczna wtedy i tylko wtedy gdy dla ka»dego x symetryczna cz¦±¢ f ′(x)
jest nieujemnie okre±lona, tzn, (f ′(x)h, h) ≥ 0.
7 Niech

∑∞
k=0 ckx

k b¦dzie szeregiem pot¦gowym o promieniu zbie»no±ci R i
niech A b¦dzie macierz¡ tak¡ »e ‖A‖ < R. Uzasadnij »e

f(A) =

∞∑
k=0

ckA
k

jest dobrze zde�nowane, tzn. szereg macierzowy jest zbie»ny. Uzasadnij »e ten
szereg jest ró»niczkowalny i podaj wzorem pochodn¡.
8. Niech f bedzie funkcj¡ k-razy ró»niczkowaln¡ na Rn tak¡ »e f (k) jest jedno-
stajnie ci¡gªa. Niech

φ(x, v) = f(x+ v)−
k∑

i=0

f (i)(x)(v⊗k)

i!
.

Uzasadnij »e
lim
t→0

t−kφ(x, tv) = 0

i »e zbie»no±¢ jest jednostajna na Rn × {v ∈ Rn : |v| ≤ 1}.
9. Podaj przykªad odwzorowania f : R→ R takiego »e |f(x)− f(y)| ≤ |x− y|,
lecz nie istnieje x taki »e f(x) = x.
10. Niech V = Rn i niech f : R×V b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ i speªniaj¡c¡ warunek
Lipschitza ze wzgl¦du na drugi argument, tzn. istnieje staªa M taka »e

‖f(x, y1)− f(x, y2)‖ ≤M‖y1 − y2‖

Odzorowanie h de�niujemy wzorem

h(φ)(s) =

∫ s

0

f(t, φ(t))dt
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Uzasadnij »e istnieje ε > 0 takie »e h jest odworowaniem zw¦»aj¡cym na
C([0, ε), V ) (przestrzeni funkcji ci¡gªych na [0, ε) o warto±ciach w V ), tzn. ist-
nieje q < 1 takie »e dla dowolnych φ1, φ2 zachodzi nierówno±¢

sup
s∈[0,ε)

‖h(φ1)(s)− h(φ2)(s)‖ ≤ q sup
s∈[0,ε)

‖φ1(s)− φ2(s)‖.

Uzasadnij »e warto±ci h to funkcje ró»niczkowalne w sposób ci¡gªy i »e je±li
h(g) = g to g′(s) = f(s, g(s)).
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