Analiza matematyczna 3B, Lista 6
1. Ustalmy n. Niech z = (z1,...,2,) 1 f(z) = [[}=, 2;. Niech § = {x :
Yo @i =1,2; > 0}. Znajdz maksimum funkcji f na zbiorze S. Jak si¢ to ma
do $redniej arytmetycznej i geometrycznej?
2. Funkcje o wartosciach rzeczywistych f zdefiniowang na zbiorze wypukltym G
nazywany funkcjg wypukty jesli

f(A=tr+ty) < (A —1)f(z) +1f(y)

dla dowolnych z,y € G it € [0,1]. Jesli nierownosé¢ jest ostra dla = # y i
t € (0,1), to mowimy ze f jest Scisle wypukta. Niech G bedzie dodatkowo
zbiorem otwarytm za$ f bedzie funkcja rézniczkowalng. Uzasadnij ze [ jest
wypukta wtedy i tylko wtedy gdy f”(z) jest nieujemnie okreslona dla dowolnego
x € G. Jesli f”(x) jest dodatnio okreslona dla dowolnego = € G to f jest Scisle
wypukta.

3. Uzasadnij ze jesli G jest zbiorem otwartym, wypuklym i ograniczonym, dla
dowolnego n funkcja f,, jest klasy C1, ciag f! jest jednostajnie zbiezny na G, i
dla pewnego x € G ciag fn(z) jest zbiezny, to ciag f, jest zbiezny jednostajnie
na G do pewnej funkeji g klasy C*. Ponadto lim,, o f,, = ¢’

4. Uzasadnij ze jesli M jest funkcja k-liniowa, to

!
(k— 1)

1M ()] < (|1 2]

dla l < k.

5. Uzasadnij ze jesli My dla k =0, ... jest funkcja k-liniowa (w szczegdlnosci
My to stata) za§ N > 0, R > 0i C sa statymi takimi ze || M| < Ck™V R to dla
|z < r < & szereg

Z M, (x®k)
k=0

jest jednostajnie zbiezny. Ponadto szereg ten mozna rézniczkowaé wyraz po
wyrazie otrzymujac szereg spetniajacy analogiczny warunek. Wywnioskuj stad
ze taki szereg definiuje funkcje klasy C'*°.

6. Uzasadnij ze szereg macierzowy

> a
k=1

definuje funkcje klasy C*° dla ||A|| < 1. Wywnioskuj stad ze odwrotnos¢ ma-
cierzowa jest klasy C'*° na zbiorze macierzy odwracalnych.

7. Bazujac na twierdzeniu o funkcji uwiktanej z k réwnym 1 uzasadnij ze funkcja
macierzowa A — A~! jest klasy C! na zbiorze macierzy odwracalnych i oblicz
jej pochodna. Uzasadnij ze w dowodzie twierdzenia o funkcji uwiktanej dla
klasy C* potrzebujemy wiedzie¢ ze odwrotnos¢ macierzowa jest klasy C*~1, zag
jako wniosek z twierdzenia dla klasy C* pokazemy ze odwrotno$¢ macierzowa
jest klasy C*. Innymi slowy uzasadnij ze twierdzenie o funkcji uwiktanej dla
klasy C* i przynalezno$é odwrotnosci macierzowej do klasy C* mozemy pokazaé
razem przez indukcje wzgledem k.

8. Zakladamy ze f : R® — R™ jest odwzorowaniem klasy C'. Uzasadnij ze jesli
dla pewnego x istnieje lewa odwrotnosé g klasy C' w otoczeniu punktu f(z),



tzn. (go f)(xz) =  w pewnym otoczeniu z, to m > n. Co mozna powiedzie¢
jak istnieje lewa odwrotnos¢?

9. Niech f(z,y,2) = log(z +y+ z — 2)exp(z + y) — 22 + y + z. Oblicz po-
chodne czastkowe w punkcie (1, 1) dla funkeji ¢ bedacej rozwiazaniem réwnania
flz,y,¥(x,y)) =0 takim ze ¥(1,1) = 1.

10. Niech f(E,e) = E — esin(F) i niech M > 0 bedzie stata. Uzasadnij ze w
pewnym otoczeniu 0 istnieje funkcja ¢ taka ze f(¢p(e),e) = M. Ponadto ¢ jest
klasy C*°. Oblicz pierwsza i druga pochodna ¢ dla e = 0.

Komentarz: Jest to réwnanie Keplera, ktére pojawia sie w mechanice nieba.
11. Niech f(z,y) = 22 +y?—1. Mamy f(1,0) = 0. Uzasadnij ze nie istnieje cia-
gla funkcja g zdefiniowana w otoczeniu x = 1, taka ze f(z,g(z)) = 0. Wyjasnij
dlaczego nie mozna uzy¢ twierdzenia o funkcji uwiktanej.

12. Niech f(z,y) = (2% +y? —22)(2? +y?+22). Uzasadnij ze istnieje wiecej niz
jedna funkcja ciagla g zdefiniowana w otoczeniu x = 0 taka ze f(z,g(z)) =0,
ale nie istnieje funkcja rozniczkowalna w = = 0 o tej wlasnosci. Jesli f(x,y) =
(2% + 3% — 2y)(z? + y? + 2y) to istnieje wiecej niz jedna funkcja g klasy C!
zdefiniowana w otoczeniu x = 0, taka ze f(z,g(z)) =0.



