
Analiza matematyczna 3B, Lista 6

1. Ustalmy n. Niech x = (x1, . . . , xn) i f(x) =
∏n

i=1 xi. Niech S = {x :∑n
i=1 xi = 1, xi ≥ 0}. Znajd¹ maksimum funkcji f na zbiorze S. Jak si¦ to ma

do ±redniej arytmetycznej i geometrycznej?
2. Funkcj¦ o warto±ciach rzeczywistych f zde�niowan¡ na zbiorze wypukªym G
nazywany funkcj¡ wypukª¡ je±li

f((1− t)x+ ty) ≤ (1− t)f(x) + tf(y)

dla dowolnych x, y ∈ G i t ∈ [0, 1]. Je±li nierówno±¢ jest ostra dla x 6= y i
t ∈ (0, 1), to mówimy »e f jest ±ci±le wypukªa. Niech G b¦dzie dodatkowo
zbiorem otwarytm za± f b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡. Uzasadnij »e f jest
wypukªa wtedy i tylko wtedy gdy f ′′(x) jest nieujemnie okre±lona dla dowolnego
x ∈ G. Je±li f ′′(x) jest dodatnio okre±lona dla dowolnego x ∈ G to f jest ±ci±le
wypukªa.
3. Uzasadnij »e je±li G jest zbiorem otwartym, wypukªym i ograniczonym, dla
dowolnego n funkcja fn jest klasy C1, ciag f ′n jest jednostajnie zbie»ny na G, i
dla pewnego x ∈ G ci¡g fn(x) jest zbie»ny, to ci¡g fn jest zbie»ny jednostajnie
na G do pewnej funkcji g klasy C1. Ponadto limn→∞ f ′n = g′.
4. Uzasadnij »e je±li M jest funkcj¡ k-liniow¡, to

‖M (l)(x)‖ ≤ k!

(k − l)!
‖x‖l‖M‖

dla l ≤ k.
5. Uzasadnij »e je±li Mk dla k = 0, . . . jest funkcj¡ k-liniow¡ (w szczególno±ci
M0 to staªa) za± N > 0, R > 0 i C s¡ staªymi takimi »e ‖Mk‖ ≤ CkNRk to dla
‖x‖ < r < 1

R szereg
∞∑
k=0

Mk(x
⊗k)

jest jednostajnie zbie»ny. Ponadto szereg ten mo»na ró»niczkowa¢ wyraz po
wyrazie otrzymuj¡c szereg speªniaj¡cy analogiczny warunek. Wywnioskuj st¡d
»e taki szereg de�niuje funkcj¦ klasy C∞.
6. Uzasadnij »e szereg macierzowy

∞∑
k=1

Ak

de�nuje funkcje klasy C∞ dla ‖A‖ < 1. Wywnioskuj st¡d »e odwrotno±¢ ma-
cierzowa jest klasy C∞ na zbiorze macierzy odwracalnych.
7. Bazuj¡c na twierdzeniu o funkcji uwikªanej z k równym 1 uzasadnij »e funkcja
macierzowa A 7→ A−1 jest klasy C1 na zbiorze macierzy odwracalnych i oblicz
jej pochodn¡. Uzasadnij »e w dowodzie twierdzenia o funkcji uwikªanej dla
klasy Ck potrzebujemy wiedzie¢ »e odwrotno±¢ macierzowa jest klasy Ck−1, za±
jako wniosek z twierdzenia dla klasy Ck poka»emy »e odwrotno±¢ macierzowa
jest klasy Ck. Innymi sªowy uzasadnij ze twierdzenie o funkcji uwikªanej dla
klasy Ck i przynale»no±¢ odwrotno±ci macierzowej do klasy Ck mo»emy pokaza¢
razem przez indukcj¦ wzgl¦dem k.
8. Zakªadamy »e f : Rn → Rm jest odwzorowaniem klasy C1. Uzasadnij »e je±li
dla pewnego x istnieje lewa odwrotno±¢ g klasy C1 w otoczeniu punktu f(x),
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tzn. (g ◦ f)(x) = x w pewnym otoczeniu x, to m ≥ n. Co mo»na powiedzie¢
jak istnieje lewa odwrotno±¢?
9. Niech f(x, y, z) = log(x + y + z − 2) exp(x + y) − 2x + y + z. Oblicz po-
chodne cz¡stkowe w punkcie (1, 1) dla funkcji ψ b¦d¡cej rozwi¡zaniem równania
f(x, y, ψ(x, y)) = 0 takim »e ψ(1, 1) = 1.
10. Niech f(E, e) = E − e sin(E) i niech M > 0 b¦dzie staª¡. Uzasadnij »e w
pewnym otoczeniu 0 istnieje funkcja φ taka »e f(φ(e), e) = M . Ponadto φ jest
klasy C∞. Oblicz pierwsz¡ i drug¡ pochodn¡ φ dla e = 0.
Komentarz: Jest to równanie Keplera, które pojawia si¦ w mechanice nieba.
11. Niech f(x, y) = x2+y2−1. Mamy f(1, 0) = 0. Uzasadnij »e nie istnieje ci¡-
gªa funkcja g zde�niowana w otoczeniu x = 1, taka »e f(x, g(x)) = 0. Wyja±nij
dlaczego nie mo»na u»y¢ twierdzenia o funkcji uwikªanej.
12. Niech f(x, y) = (x2+y2−2x)(x2+y2+2x). Uzasadnij »e istnieje wi¦cej ni»
jedna funkcja ci¡gªa g zde�niowana w otoczeniu x = 0 taka »e f(x, g(x)) = 0,
ale nie istnieje funkcja ró»niczkowalna w x = 0 o tej wªasno±ci. Je±li f(x, y) =
(x2 + y2 − 2y)(x2 + y2 + 2y) to istnieje wiecej ni» jedna funkcja g klasy C1

zde�niowana w otoczeniu x = 0, taka »e f(x, g(x)) = 0.
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