
Analiza matematyczna 3B, Lista 8

1. Niech A b¦dzie dowolnym ustalonym zbiorem. Uzasadnij »e je±li dla pewnego
k miara zewn¦trzna Hausdor�a hk(A) jest sko«czona to hl(A) = 0 dla l > k.
Je±li hk(A) > 0 to dla hl(A) =∞ dla l < k.
2. Oblicz jakobiany nast¦puj¡cych odwzorowa«:

g(u, v) = ((u2 − v2)/2, uv)

g(u, v) = (cosh(u) cos(v), sinh(u) sin(v))

g(x1, x2, x3) =
1√

1 + x21 + x22 + x23
(1, x1, x2, x3)

3. U»yj twierdzenia Fubiniego i wspóªrz¦nych biegunowych (sferycznych) aby
pokaza¢ »e(∫

R
exp(−t2)dt

)n
=

∫
Rn

exp(−‖x‖2)dx = cn/2

∫ ∞
0

tn/2−1 exp(−t)dt

gdzie cn jest powierzchni¡ sfery jednostkowej w Rn. Wywnioskuj st¡d wzór na
cn w terminach Γ(α) =

∫∞
0
tα−1 exp(−t)dt.

Komentarz: jest to chyba najªatwiejsza droga do obliczenia miary kuli jednost-
kowej i powierzchni sfery.
4. Oblicz caªk¦

∫
K
yds wzgledem miary powierzchniowej (dªugo±ci ªuku) gdzie

K jest spójnym podzbiorem paraboli zadanej równaniem y2 = 2x.
5. Zapisz w terminach caªki dªugo±¢ spójnego fragmentu elipsy o równaniu
x2 + y2/a = 1 gdzie a > 0 jest ustalonym parameterem.
6. Oblicz

∫
A
‖x‖−α gdzie A = {x ∈ Rn : r < ‖x‖ < R} za± α jest parametrem.

7. Oblicz caªki ∫
A

(1 + x2 + y2)−1dxdy,∫
A

cos(x2 + y2)dxdy

gdzie A = {(x, y) : x2 + y2 ≤ π/4}.
8. Niech f(x1, . . . , xn) = (φ(x1), x2, . . . , xn) gdzie φ jest funkcj¡ klasy C1.
Poka» »e dla takich f twierdzenie o zamianie zmiennych mo»na ªatwo uzasadni¢.
9. Niech f b¦dzie równiczkowalna w obszarze A. Uzasadnij »e jakobian odwzo-
rowania z A na wykres f , tzn, Jg′ dla g(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn, f(x)) jest
zadany wzorem

Jg′(x) =

√√√√1 +

n∑
i=1

(∂if)(x).

10. Niech A ⊂ Rk za± f : Rk → Rn jest ró»niczkowalna. Uzasadnij »e dla k < n
obraz f(A) jest miary Lebesque'a 0.
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