
Analiza matematyczna 3B, Zadania na konwersatorium 4

Funkcje f : Rk → R nazywamy harmoniczn¡ je±li ∆f =
∑k

i=1 ∂
2
i f = 0.

1. Uzasadnij »e je±li f jest funkcj¡ harmoniczn¡ to div(g∇f) = (∇g,∇f)
(gdzie div oznacza dywergencj¦). Wywnioskuj st¡d »e∫

∂A

g(∇f, n) =

∫
A

(∇g,∇f)

gdzie n oznacza wektor normaly do brzegu A. Je±li dodatkowo g jest harmo-
niczna to ∫

∂A

g(∇f, n) =

∫
∂A

f(∇g, n).

Sprawd¹ »e dla k > 2 funkcja f(x) = |x|2−k jest harmoniczna na Rk − {0}.
Niech r < R i A = {x : r ≤ |x| ≤ R} Oblicz przy f jak wy»ej

lim
r→0+

∫
∂A

g(∇f, n).

Uzasadnij »e je±li g jest klasy C2 i harmoniczna dla |x| < R i ci¡gla na A to

g(0) =
1

ckRk−1

∫
|x|=R

g

gdzie ck jest k−1 wymiarow¡ miar¡ sfery jednostkowej w Rk. Wywnioskuj st¡d
»e funkcja harmoniczna nie mo»e przyjmowa¢ maksimum we wn¦trzu obszaru.

Uwaga: Zakªadamy »e funkcje s¡ tak regularne jak potrzeba.
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