
Analiza matematyczna 3B, Zadania na konwersatorium 5

1. Uzasadnij »e je±li f : Rk → R jest klasy C1, H = {x : f(x) = 0} i
∇f 6= 0 na N to ∇f jest normaly do H, czyli ∇f

|∇f | jest jednostkowym wektorem

normalym do H.
2. Uzasadnij »e je±li B = {x ∈ Rk : |x| ≤ 1}, f : B → B jest ci¡gªa i

f(x) = x dla x takich »e |x| = 1 to dla ka»dego y ∈ B istnieje x ∈ B takie »e
f(x) = y.

Wskazówka: Je±li to nie zachodzi to ªatwo zbudowa¢ retrakcj¦ z B do sfery.
3. Niech H b¦dzie hiperpowierzchni¡ zwart¡ (bez brzegu) klasy Ck wymiaru

m zawart¡ w Rn, tak¡ »e istnieje zbiór otwarty U ⊂ Rn taki »e H ⊂ U i istnieje
funkcja r : U → H klasy Ck taka »e r(x) = x dla x ∈ H (taka funkcja zawsze
istnieje, ale tutaj nie dowodzimy tego lecz przyjmujemy jako zaªo»enie). Niech
f0 i f1 b¦d¡ funkcjami klasy Ck z H w H. Uzasadnij »e je±li istnieje funkcja
ci¡gªa h : [0, 1]×H → H taka »e h(0, x) = f0(x) za± h(1, x) = f1(x) to równie»
istnieje h klasy Ck o tych wªasno±ciach.

Komentarz: Funkcj¦ h nazywamy homotopi¡ f0 i f1. Powy»sze mo»na krótko
przeformuªowa¢ jako: istnienie ci¡gªej homotopii implikuje istnienie gªadkiej
homotopii.
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