1 Miary Hausdorffa

Najpierw definiujemy pomocnicze miary zewnetrzne hy, .:

hie(A) = inf > (B

BeS

gdzie r(B) oznacza promien kuli za§ S przebiega rodziny kul otwartych takie ze
A CUpeg Bir(B) < e dladowolnego B € S. Nastepnie:

hi(A) = sup hi (A).
e>0

Zuwazemy ze jesli €1 < g4 to rodzina S dopuszczalnych dla €; jest podzbiorem
rodziny S dopuszczalnych dla e, czyli by, > hge,. A wiec

hi(A) = lim hg.(A).

Miara hy, to obciecie h} do zbioréw hj mierzalnych. Miare hj nazywamy miara
Husdorffa.
Miary hy . zachowuja sie¢ niezbyt dobrze, w szczegélnosci trudno dla nich
podaé zbiory mierzalne. Natomiast kazdy zbior borelowski jest hj mierzalny.
Bez dowodu (przy najmniej na razie) bedziemy uzywaé dwa wazne fakty:
Fakt1l: Kazdy zbiér borelowski jest hi-mierzalny.
Fakt2: Jesli A jest hi-mierzalny miary skoriczonej to

hi(A) = sup hi(A)

gdzie supremum przebiega zbiory zwarte.

1.1 h; na RF

Lemat 1.1 Niech A\ bedzie miarg Lebesque’a na R¥, B = {x : ||z|| = 1} bedzie
kulg jednostkowq, za$ c = \(B). Wtedy dla A C R¥ mamy \(A) = chi(A).

Najpierw podamy dow6d oszacowania w jedna strone:

Lemat 1.2 Przy zatozeniach jak w 1.1 mamy X\* < chj, gdzie \* oznacza miare
zewnetrzng Lebesque’a.

Dowo6d: Niech A € R* bedzie dowolnym zbiorem. Ustalmy ¢ > 0. Niech
0 > 0. Z definicji miary zewnetrznej hy . istnieje rodzina kul S taka ze A C

Upes B

> r(B)F < hi(A) + 6.
BeS

Lecz
A (A4) < Z A*(B) = Z cr(B)k
BeS BeS
czyli
N (A) < i o(A) + 6.

)



Jako ze 6 > 0 jest dowolne to

A (A) < hge(A) < su;g hien(A) = hi(A).
n>

Zanim podamy dowdéd w druga strone potrzebujemy lemat geometryczny

Lemat 1.3 (Lemat Wienera). Niech S bedzie rodzing kul otwartych w RF i
K C Ugeg B bedzie zbiorem zwartym. Dla kuli B niech B* oznacza kule o
takim samym Srodku jak B i trzy razy wiekszym promieniu. Wiedy istnieje
skoriczona rodzina kul roztqcznych T C S taka ze K C Uger B*.

Dowod. Jako ze K jest zwarty to istnieje skorficzona rodzina kul Sy C S taka
ze K C Jpe s, B- Teraz indukcyjnie definiujemy kule B; i skorniczone rodziny
kul S;. Mianowicie B; to kula z S; o najwigkszym promieniu (jesli jest wiecej
niz jedna taka kula to wybieramy dowolnie). Rodzina S;1; to rodzina tych
kul z S; ktore sie nie przecinaja z B;. Jako ze S;1+1 C S; — {B;} to rodziny
S; sa skoniczone i po skoriczenie wielu krokach otrzymamy puste .S; co konczy
konstrukcje. Niech T'= {B; : ¢ = 0, ...,n} bedzie otrzymanga rodzina kul i niech
r; oznacza promien B;. Oczywiscie B; € S; C S, wiec T' C S. Jedli ¢ < j to
Bj € Si11 czyli B; jest roztaczne z B;. Nastepnie, B jest kulg o takim samym
§rodku jak B; lecz o promieniu 3r;. Twierdzimy ze

Y BcC XH:B;‘.
j=0

BEeSy

Mianowicie, jesli B € Sy — T to B przecina si¢ z pewnym B;. Niech ¢ bedzi
najmniejszym z j takich ze BU B; # (. Wtedy promien B jest mniejszy lub
rowny od r;. Wynika to z naszej konstrunkeji: na mocy minimalnosci ¢ mamy
B € S; i gdyby promien B byl wiekszy to wybierajac B; wybralibySmy B.
Oznacza to ze B C B}: jedli z € B jest dowolny, x jest srodkiem B, s jest
srodkiem B; za§ y € B U B; to d(y,s) < 1, d(y,z) < 1, d(z,2) < r; czyli
d(z,s) < 3r; czyli z € B} czyli faktycznie B C Bf. Na mocy tego faktycznie

K C Z Bczn:B;.
=0

BeSy

Lemat 1.4 Jesli A jest zbiorem otwartym to 3*\(A)/c > hy(A).

Dowod: A jest suma wstepujacego ciagu zbioréw zwartych K. Niech ¢ <
hi(A). Wtedy istnieje j takie ze hi(K;) > t. Ustalmy ¢ > 0. Niech S bedzie
rodzing kul o promieniu mniejszym od e zawartych w A. Na mocy lematu
Wienera 1.3 istnieje skoniczona rodzina kul roztacznych T C S taka ze

Kj C U B*
BeT



Wtedy
hie(K) < Y r(BY)F =38 )" r(B).

BeT BeT

Jako 7e kule z T sa rozlaczne i zawarte w A to

¢ rBF=>"AB)=A{J B) < \4A).
BeT BeT BeT
Czyli
i (K;) < 3°A(A)/c.

Przchodzac z ¢ do granicy dostajemy
t < hi(K;) < 38A(A)/c
Jako ze ¢t < hy(A) jest dowolne oznacza to ze

hi(A) < 38X(A)/c

Dowodd lematu 1.1: Jak juz pokazaliSmy dla otwartych A mamy A(A) <
chi(A) < 3FA(A). Czyli w szczegdlnosci hy, jest skoriczona na podzbiorach
ograniczonych R*. Jako ze hj, jest niezmiennicza na przesuniecia oznacza to ze
istnieje stata a taka ze a\(A) = chy(A). Wiemy juz ze 1 < a < 3. Przypuéémy
ze a > 1. Niech U bedzie zbiorem otwartym takim ze \(U) = ¢. Wtedy hi(U) =
a. Niech K C U bedzie podzbiorem zwartym takim ze A(K) > ¢/3. Ustalmy
€ > 0. Niech S bedzie rodzina kul o promieniu mniejszym od e zawartych w U.
Na mocy lematu Wienera istnieje rodzina kul roztacznych 7' C S taka ze

Kc|JB
BeT
co daje
¢/3<AK)< Y MB)=3"Y"AB)=c3" D r(B)
BeT BeT BeT
czyli

37 < Y (B

BeT
Ponadto jesli B € T to B C U. Biorgc G =U — ) 5 B mam

ANG) =\U) - > \B)
BeT
Czyli
hi(G) = aX(G)/c=a\(U)/c—a »_ r(B)*

BeT
a wiec

hiee(U) < hie(G) + Y r(B)F < hi(G) + ) r(B)

BeT BeT



=a\U)/c—ay_ r(B)F+ > r(B)*

BeT BeT

=aXU)/c—(a—1) Z r(B)*

BEeT
<a\U)/c— (a—1)37F1

Przechodzac z € do granicy dostajemy
hi(U) < aX(U) /e — (a —1)37F L < aX(U)/c

co daje sprzeczno$é z przypuszczeniem ze a > 1. ]

1.2 Jakobian

Jesli T jest odwzorowaniem liniowym z W = R* w V = R” to obraz jest
podprzestrzenia V' wymiaru co najwyzej k. Latwo pokazaé¢ ze podprzestrzen
U C V wymiaru mniejszego niz k ma miare h, zero. Wtedy dla A ¢ W
mamy hy(T(A)) < hp(T(W)) = 0. Jesli T(W) ma wymiar k to wtedy T(W)
jest izometryczna z R*. Mozna pokazaé¢ ze dla podzbiorow A C R* obliczajac
hi(A) wewnatrz R¥ dostaniemy ten sam wynik jak traktujac A jako podzbior
R™ zn > k. A wiec jesli T(W) jest wymiaru k to miara hy na T(W) jest
wielokrotnos$cia miary Lebesque’a na T' (W), w szczegdlnosci z dokladnoscia do
mnozenia przez stala jest jedyna miara skoniczona na obrazach przez T zbioréw
ograniczonych. A wiec istnieje stala cr (zalezna od T lecz niezalezna od A) taka

ze
hi(T(A)) = crhi(A)

(obie strony zadaja miare na W niezmiennicza na przesuniecia i taka ze jest ona
skoniczona dla zbioréw ograniczonych). Jak zauwazyliSmy wyzej, jesli T(A) ma
wymiar mniejszy niz k to wzor wyzej zachodzi z cr = 0. A wiec wzor

hi(T(A)) = JThy(4)

jednoznacznie definiuje liczbe JT ktora nazywamy jakobianem 7.

Aby praktycznie obliczaé¢ jakobiany potrzebujemy rozklad bieguniowy ope-
ratora liniowego. Najpierw przypomne znany fakt.

Definicja: Odwzorowanie liniowe A : R” — R" nazywamy nieujemnie okre-
slonym jesli dla dowolnych z,y € R™ zachodzi réownosé¢ (Az,y) = (Ay,z) i
nieréwnos¢ (Az,z) > 0.

Definicja: Odwzorowanie liniowe A : R” — R™ dla n < m nazywamy wlo-
zeniem ortogonalnym jesli dla dowolnego = € R™ zachodzi réwnosé¢ (Ax, Ax) =
(z,z). Jesli ponadto n = m to A nazywamy odwzorowaniem ortogonalnym.

Fakt 3: O jest wlozeniem ortogonalnym wtedy i tylko wtedy gdy OTO = Id,
gdzie OT oznacza odwzorowanie sprzezone do O (przypominam 7e macierza
odwzorowania sprzezonego jest macierz transponowana do macierzy O).

Fakt 4: Jesli A jest odwzorowaniem nieujemnie okreslonym to istnieje od-
wzorowanie ortogonalne O i odwzorowanie D zadane macierza diagonalna takie
ze A = O~'DO. Czyli kazde odwzorowaniem nieujemnie okreslone mozna zdia-
gonalizowaé przy pomocy odwzorowan ortogonalnych.



Lemat 1.5 Jesli A jest odwzorowaniem nieujemnie okreslonym to istnieje do-
ktadnie jedno odwzorowanie nieujemnie okreslone T takie ze A = T?.

Dowd6d: Zauwazmy ze jesli A ma postaé diagonalng Ae; = Aje; i A jest
nieuejmne, to \; > 01 \; ma nieujemy pierwiastek d; czyli \; = §2. Definujac T
na bazie e; wzorem Te; = §;¢; mam T?2(e;) = 67e; = \ie; = Aje; czyli A = T2,
Ogolnie, jesli A = O~'DO, Ty jest nieujemnie okreslone i T? = D to biorac
T =0"'710 mam T? = OO0~ 'T10 = O~'T?O = O~1DO = A co daje
istnienie T'. Jesli v jest wektorem wlasnym A z wartoscig wlasna A\ to

ATv = T?Tv =TT?*v = TAv = Thv = \Tw

czyli rowniez Tv jest wektorem wlasnym A z warto$cia wtasng A\. Wiadomo ze
R™ jest suma prosta podprzesterzeni wlasnych A, wiec wystarczy pokazaé ze
T jest jednoznacznie zdefiniowane na podprzesterzeniach wtasnych T. To jest
rownowazne pokazaniu ze T jest jednoznacznie zdefiniowane w przypadku gdy
Az = \z. Ale wtedy dowlna wartosé¢ wtasna § operatora T spetnia 62 = \. Jako
ze T jest nieujemnie okreslony to § > 0, czyli § jest wyznaczone jednoznacznie.
A wiec Tx = 0x i rowniez T jest wyznaczony jednoznacznie. U

Lemat 1.6 (O rozktadzie biegunowym) Jesli A : R™ — R™ jest odwzorowaniem
réznowartosciowym to istnieje odwzorowanie nieujemnie okreslone T i wlozZenie
ortogonalne O takie ze A = OT. Ten rozktad jest jednoznaczny, tzn. zardwno
T jak i O sq jednoznacznie wyznaczone.

Dowdd: Najpierw pokazemy jednoznacznosé T' i O. Mianowicie biorac pod
uwage 7e dla odzorowania nieujemnie okre§lonego 7" mamy 77 = T liczymy
ATA = (OT)TOT = TTOTOT = TIdT = T? czyli T? jest wyznaczone jed-
nonacznie. Z poprzedniego lematu réowniez T jest wyznaczone jednoznacznie.
Jako ze A jest odwzorowaniem roznowarto$ciowym rowniez T jest roznowar-
tosciowe, czyli istnieje T, Wtedy O = OTT~' = AT~! czyli réwniez O
jest jednoznacznie wyznaczone. Aby pokazaé¢ istnienie bierzemy T jak wyzej,
tzn. na mocy poprzedniego lematu znajdujemy nieujemnie okreslone T takie
ze ATA = T?. Jak zauwazylismy T jest réznowarto§ciowe i definujemy O wzo-
rem O = AT~'. Trzeba pokazaé¢ ze O jest wlozeniem ortogonalnym. Lecz
OTO = (AT YWTAT ! = T1ATAT-! = T7'T?T~1 = Id czyli O faktycznie
jest wlozeniem ortogonalnym. O

Lemat 1.7 Jesli A: RF — R™ na rozktad biegunowy A = OT, to
J(A) = det(T) = {/det(AT A).

J(A) = | det(A).

Jesli k =m to

Dowod. Jako ze miara hy jest niezmiennicza na izometrie, a wlozenie or-
togonalne jest izometria na obraz to J(A) = J(T). Zapisujac T = U~'DU



gdzie U jest odwzorowaniem ortogonalnym za§ D diagonalnym sprowadzamy
problem do przypadku gdy T jest odwzorowaniem diagonalnym. Na mocy
wzoru chy(B) = \(B) wiazacego k-wymiarowa miare Husdorffa na R* i miare
Lebesque’a wystarczy pokazac¢ ze A(T'B) = det(T)A(B) dla D bedacego od-
wzorowaniem diagonalnym. Wiemy ze A(T'B) = c\(B) i tylko musimy spraw-
dzi¢ ze ¢ = det(T"). Dla B bedacego produktem odcinkéw jednostkowych, tzn.
B=10,1] x --- x [0,1] mamy TB = [0,81] x - -+ X [0, 0] gdzie Te; = d;e; i

k
ANTB) =[] 6: = det(T) = det(T)\(B)
i=1

czyli faktyczme ¢ = det(T). Nastepnie, T? = AT A czyli det(T)? = det(AT A)

czyli J(A) = \/det(AT A). Wreszcie jesli k = n to |det(A)| = y/det(ATA). O

1.3 Miara powierzchniowa

Miara Hausdorffa hj jest naturalng k wymiarowa miara na podzbiorach R™.
Jednakze by uzyska¢ zgodnosé¢ z miara Lebesque’a na R* wygodnie jest prze-
normowa¢ miare hg. Miare chy na R™ gdzie ¢ jest miara Lebesque’a kuli jed-
nostkowej w R* nazywamy miara powierzchniows. Jak pokazemy w waznym
przypadku szczegdlnym gdy zbior B jest obrazem dostatecznie porzadnej funk-
¢ji mozna poda¢ wzory na oblicznie miary powierzchniowe;.

2 Lemat o zamianie zmiennych

Warunek Stepanowa. Niech A ¢ R*. Powiemy ze funkcja f : A — R™ spelnia
warunek Stepanowa w punkcie z € A jesli

1/ (y) = f(@)]]

lim sup ————— <
veAyza Iy — ]|

Powiemy ze f spelnia warunek Stepanowa na A jesli f spelnia warunek Stepa-
nowa w punkcie z dla kazdego = € A.

Uwaga: Jesli f jest rézniczkowalna w punkcie = to f spelnia warunek Ste-
panowa w punkcie z. Jesli f speinia warunek Lipschitza na A (z pewna stala)
to f spelia warunek Stepanowa na A.

Fakt: Jesli f spelnia warunek Stepanowa na zbiorze otwartym A to f jest
rozniczkowalna dla p.w z € A.

Uwaga: Pochodna f'(z) zdefiniowalismy tylko wtedy gdy f jest okreslona
w pewnym otoczeniu z. Aby méwi¢ o pochodnej musimy wiec zakladaé ze
f jest zdefiniowana na dostatecznie duzym zbiorze. Jednakze faktycznie uzy-
wamy tylko jej wlasnodci na A, tak ze w lemacie nizej mogliby$my zdefiniowaé
pochodng pomijajac warunek ze f jest zdefiniowan w pewnym otoczeniu zx.
Wtedy straciliby$my jednoznaczno$¢ pochodnej, tzn. potencjalnie mieliby§my
wiele mozliwych pochodnych i trzeba by wybra¢ jedna. Mozna pokazaé ze wy-
niki nizej zachowuja sie przy takim uogoélnieniu pochodnej, wiec nie bedziemy
nizej jawnie dodawacé zalozenia ze f jest zdefiniowana w otoczeniu x — przy
odpowiedniej definicji pochodnej jest ono niepotrzebne.



Notacja: Jesli f : A — R” jest rozniczkowalna w punkcie x to przez J f(x)
rozumiemy J(f'(x)).

Lemat 2.1 Wzir zamiany zmiennych dla mierzalnego A C R¥. Jesli f spetnia
warunek Stepanowa na A i f jest rozniczkowalna dla p.w. x© € A za$ u jest
mierzalna to

[ v f@ana /f(z 2)dhi(y

gdzie rownos$é zachodzi bezwarunkowo dla nieujemnych u, za$ ogdlnie jesli lewa
strona jest catkowalna to prawa strona jest catkowalna i zachodzi réwnosé.

Lemat 2.2 Jesli ||f(z) — f(y)|| < Mllxz —y|| dla z,y € A to hj;(f(4)) <
MFh;(A). Ponadto jesli A jest hy-mierzalny i hx(A) < oo to f(A) jest hy-
mierzalny.

Dowdd: Dla kuli otwartej B o §rodku w punkcie x i promieniu r oznaczamy
przez f(B) kule o $rodku w punkcie f(x) i promieniu Mr. Z zalozenia, jesli

ly—x|| <rto|f(y)—f(x)l| < Mr, czyliy € f(B). Innymi stowy f(B) C f(B).
Jesli S jest rodzing kul taka ze A C Jgcg B, to mamy

cUrmclUim= U B

BeS BeS Bef(S)

gdzie f(S) = {f(B) : B e S}. Nastepnie, jesli dla B € S zachodzi (B) < ¢ to
r(f(B)) < Me i

hiare(F(A) < D0 r(B)F = r(f(B)F =Y (Mr(B))" = M"Y r(B)

Bef(S) BeS BeS BeS
Biorac infimum po prawej stronie mamy

e (f(A)) < MPhy o (A).

Przechodzac z ¢ do granicy dostajemy

hi(f(A)) = 613& hie(f(A)) = lim hy ae(f(A))

e—04
< MF lim hy o (A) = MFh;(A).
e—04
Jesli A jest hy mierzalny i skoriczonej miary, to istnieje cigg zbioréw zwartych
K; C A takich ze hy(A) = sup; hy(Kj;). Wtedy dla Z = A — |J; K; mamy

hi(Z) <inf hi(A — K;) = hg(A) —supk(K;) =0
J J
a wiec hi(f(Z)) =0, czyli Z jest miary zero czyli hy-mierzalny. Jako ze f jest

ciagla to f(K;) jest zwarty, a wigc hy-mierzalny. Czyli f(A) = f(Z)UU, f(K;)
jest hp- mlerzalny jako przeliczalna suma zbioréw hj-mierzalnych. O



Lemat 2.3 Jesli S : R¥ — R™ jest odwzorowaniem liniowym, JS > 0, to dla
kazdego € > 0 istnieje § > 0, takie Ze jesli A jest hy, mierzalny, hi(A) < oo, dla
dowolnych z,y € A

1f(2) = f(y) = S(x = y)|| < bz -y

to
(1—)JShi(A) < hi(£(A) < (1+€)TShi(A).

W szczegdlnosci wtedy f(A) jest hi-mierzalny. Ponadto, jesli T jest operatorem
liniowym takim Ze ||T — S|| < ¢ to

(1—-¢e)JS<JT <(1+¢)JT.
Dowdd. Jedli S jest izometrycznym wlozeniem to JS = 1 i nieréwos¢
hi(f(A)) < (1 +¢€)JShy(A)

wynika z 2.2. Mianowicie || f(z)—f(y)|| < M|lz—y| z M = 1+90, czyli wystarczy
(1+06)% < 14e. Przy tym z 2.2 wynika tez ze f(A) jest hy mierzalny. Aby
pokaza¢ druga nieréwnosé zauwazmy ze

1 (@) = FW)l = 15(@ = y)ll = dllz =yl = (1 = )l —yll.
A wigc f jest réznowartosciowa, i odwrotnosé f=1: f(A) — A spehia ||z —yl|| >
(L= )f (@) = F @), cayli

1

177 @) = S )l < 1

[ =yl

Wiec na mocy 2.2

JShi(A) = hy(A) = hi(fH(f(A))

IN

czyli
(1 —¢)JShi(A) < hi(f(A))

oile (1 —¢) < (1 —46)*. Czyli lemat zachodzi dla S bedacego izometrycznym
wlozeniem. Ogolne S z JS > 0 mozna zapisa¢ w postaci A = UDV gdzie D
jest diagonalne z dodatnimi warto$ciami na diagonali, U jest izometrycznym
wlozeniem za$ V' jest izometria. Poniewaz izometria nie zmienia ani miary ani
normy zastepujac f przez foV~!i A przez VA mozna pominaé¢ V bez utraty
ogoélnosci. Nastepnie stosujac juz udowodniong czeéé lematu do g = fo D1, U
i DA znajdujemy §; takie ze o ile

lg(z) = g(y) = Uz = y)ll < allz -yl
to
(1 — £)h(DA) < hy(g(DA)) < (1+ £)hy(DA).
Lecz hy(DA) = JDhi(A) = JShi(A), zas g(DA) = f(A) czyli powyzsze ozna-

Cza

(1 —¢e)JShi(A) < hi(f(A)) < (1+¢)JShi(A).



Czyli wystarczy dobraé¢ § tak by warunek na g byl spelniony. Lecz g = fo D™}
czyli

lg(z) = g(y) = Uz — )| = IF(D'2) — f(D™'y) —=UD(D ™'z — D~ 1y)|
= | f(D™'2)=f(D" y)=S(D~'e—D"1y)| < 8| D a—Dy|| < 8|D7H|[[|lz—y]-

Czyli wynik zachodzi o ile §||D~!|| < §;. Ostatnia cze$¢ wynika z definicji jako-
bianu po zastosowaniu poprzedniej czesci do f(z) = Tx. O

Lemat 2.4 Jesli || f'(x)—S|| < ¢ na A, to istnieje przeliczalny ciqg rozgcznych
zbioréw mierzalnych i ograniczonych Ay, taki ze A =\J Ay i || f(x)— f(y)—S(x—
Yl < 28]z =yl dia 2,y € Ay.

D. Niech ¢(z,y) = /() — f(y) — S(@ — )|/ — || dla = # y i niech
By ={z: ¢(zx,y) <20 dlakazdego y # x takiego ze ||x — y|| < 1/k}

7 zatozenia mamy
lim sup ¢(z,y) <6

y—x

wiec A = |J By. Z zalozenia f jest rozniczkowalna na A, a wiec ciagla na A, a
wiec mierzalna, czyli By sa mierzalna. Nastepnie rozbijamy mierzalnie kazde z
By, na zbiory o érednicy < 1/k, otrzymujac zbiory Cy, , take ze By, = J,,, Ck,m
i dla dowolnego k,m i z,y € C,m mamy ||z —y|| < 1/k. Wtedy

1f(2) = f(y) = S(@ =)l = [z = ylo(, y) < 28]z - y]|

dla z,y € C.m. Oczywiscie Cy, ,, s ograniczone, wiec przenumerowujac i uroz-
taczniajac Ck.,, dostaniemy Ay. O

Lemat 2.5 Niech U bedzie zbiorem operatorow liniowych z R* w R™ takich ze
JS>0dlaSeU. Jeslio : U — (0,00), i Jf(z) >0 dla x € A, to istnieje cigg
operatorow Sy, € U i cigg roztgcznych zbioréw mierzalnych i ograniczonych Ay,
takich ze ||f(z) — f(y) — Sk(z —y)|| < (Sk)l|xz —y| dla z,y € Ag.

Dowd6d. Dla S € U niech Vi = {S : ||S — T|| < §(T)/2}. Poniewaz U jest

przestrzenia metryczng osrodkowa to istnieje ciag operatoréw liniowych 7; taki

ze
U=Jvn.
l

Niech B; = {x € A: f'(x) € V,}. By sa roztaczne, mamy A =J, B; i
If' () = Tull < 6(T0)/2

dla # € B;. Na mocy lematu 2.4 istnieja zbiory rozlaczne C) ; takie ze B; =
1f(y) = f(z) = Tily — 2)|| < o(T)lly — |

dla y,x € C; ;. Niech k numeruje pary (I,j). Biorac Sy = T}, 1 Ay = C1, 4,

dostajemy zadane Sy 1 Ag. O



Lemat 2.6 Jesli A jest mierzalny, Jf(x) >0 dla x € A, to

Js@an = [ Y i)

(4) z€A:f(x)=y

Dowéd. Ustalmy € > 0. Niech U bedzie jak w lemacie 2.5. Dla S € U niech
§(S) bedzie taka by teza lematu 2.3 zachodzita dla S, € i §(S). Na mocy lematu
2.5 istniejg roztaczne zbiory mierzalne i ograniczone A; i operatory S; takie ze
A= Uj Aji

1 (@) = f(y) = (@ —y)|| < 6(55)[[z -yl

dla z,y € A;. Poniewaz A; C R¥ sa ograniczone to hy(A;) < co. Dla kazdego
A; 7 osobna mozemy stosowac lemat 2.3. W szczeg6lnosci oznacza to ze f(A;)
jest mierzalny. Nastepnie, dla x € A; mamy

If' () = Sjll <6
czyli z drugiej czesci 2.3 wynika ze
(1—¢2)Js; < (Jf)(x) < (1+¢€)JS;

dla z € A;. Razem z pierwsza czescia 2.3 daje to

(175)(1+5)*1/A_Jf(x)dhk(x) < (175)/14_!]5(1@(3;):(ka)JShk(Aj) <

hi(f(A;)) = / Ldh(y).
F(Aj)
Podobnie

Lah() < (L+2)(1-9) " [ If@)dhe(a),
f(Aj) Aj

Sumujac po j widzimy ze f(A) = Uj f(A;) jest mierzalny i

(-a0+9" [ i@anm < [ 3 1anw)

z€A:f(x)=y

<(1+e)(1 —s)—l/AJf(x)dhk(x).

Jako ze £ > 0 jest dowolne oznacza to ze

[ It@ana /f

co daje wynik. O

1) < / T (2)dhi ()

(A zEA: f(w

Lemat 2.7 Jesli f spetnia warunek Stepanowa na A to istniejq zbiory roztgczne
Ay takie ze f spetnia warunek Lipschitza na Ayg.
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Dow6d. Podobny do lematu 2.4. Niech ¢(z,y) = ||f(z) — fW)|l/||x — y|| dla
x # y i niech

By =A{z: ¢(z,y) <l dlakazdego y # z takiego ze ||z — y|| < 1/k}.
7 zalozenia mamy

lim sup ¢(z,y) < oo

Yy—x

wigc A = |J Bg,- Nastepnie rozbijamy mierzalnie kazde z By, ; na zbiory o $red-
nicy < 1/k, otrzymujac zbiory Cj i, take ze By = J,, Ck,i,m i dla dowolnego
k,l,mizye Cymmanmy ||z —y| < 1/k. Wtedy

1) = FWl = llz = yllo(z,y) <Ille—yl

czyli na Cy », funkcja f spelnia warunek Lipschitza ze stala [. Przenumerowu-
jac i uroztaczniajac Cy 1 otrzymujemy Ay. O

Lemat 2.8 Jesli f spetnia warunek Stepanowa na A i hy(A) =0 to hi(F(A)) =
0.

Dowod. Na mocy lematu 2.7 istnieje cigg zbioréow A; taki ze A = Uj Apif
spelnia warunek Lipschitza na A;. Na mocy lematu 2.2 mamy

hie(F(A7)) < MFhi (A7) < MFhi(A) =0

gdzie M jest stata Lipschitza f na A;. A wiec

hi(f(A)) < th(f(Aj)) =0.

Lemat 2.9 Niech B = {x € A :rank(f'(z)) < k}. Wtedy hi(f(B)) = 0.

Dowod: Niech pomocnicza funkcja F. : A — R"* bedzie zadana wzorem
F.(z) = (f(z),ex). Mamy
f(z) = Po R,

gdzie P oznacza rzutowanie ortogonalne z R"** na R™. Oczywiscie F!(z) jest
réznowarto$ciowe dla kazdego x takiego ze f jest rozniczkowalna w x, a wiec
JF.(x) > 0 na B. Na mocy lematu 2.6

[ IR@an) = [ o X ) 2 (D)

z:Fe(z)=y
Na mocy lematu 2.2 jako ze stata Lipschitza dla P to 1 mamy
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czyli
hi(f(B)) = hi(P o Fo(B)) = hi(P(Fe(B))

<h /JF dhk
Wiec
he(f(B)) < / JF.(w)dh ()

B
Mamy JF.(z) — Jf(z) gdy e — 0. Jesli A ma miare skoiczona i f’(z) jest
ograniczone na A to JF.(z) sa wspoélnie ograniczone z gory przez funkcje catko-
walna (tzn. stala) na A, a wiec na mocy twierdzenia Lebesque’a o ograniczonej
zbiezno$ci mamy

Eh_>r% BJF( x)dhi(x) =0

czyli h(f(B)) = 0. W ogolnym przypadku przedstawiamy B jako sume zbiorow
B; o mierze skoniczonej takich ze f’(x) jest ograniczone na B;. Wtedy

B) < 3 el f(By) =

Dowdd lematu 2.1: Zauwazmy ze lemat wystarczy pokaza¢ w przypadku
gdy f jest rézniczkowana i Jf > 0. Mianowicie jesli pokazemy ten przypadek
to biorac B = {z € A: Jf(x) = 0} za$ jako Z zbior tych x € A ze f nie jest
rozniczkowalna w  na mocy lematow 2.8 1 2.9 mamy hi(f(Z)) =0, hp(f(B)) =
0 zas§ dla A — Z — B mamy

w(x)J f(x)dhg(x) = w(z)dh
/A_Z_B (D)) [”(A—Z—B) meA—Zg:f(xFy i)

czyli uwzgledniajac powyzsze po lewej stronie mozemy catkowaé po A — 7 i

/ u(z)J f(z)dhy(z) = / u(zx)J f(z)dhy(x) —l—/ u(z)J f(z)dhy(x)
A B A-Z-B

:LO+A7Z7BU(I)Jf(z)dhk(z) :AfszU(I)Jf(z)dhk(z)

- /f D DI LA

2€A—Z—B:f(z)=y

/f X i)

z€A:f(z)=y

gdzie ostatnia réwnos$¢ wynika z tego ze hi(f(Z)) = hi(f(B)) = 0. A wiec
mozemy zaktadaé ze Jf(x) > 0 na A. Jesli u jest funkcja wskaznikowa zbioru
FcCA tzn. u(z)=1dlaxz € Fiu(z)=0dlaz ¢ F to rownosé

/A w(z)J f(x)dhy(z) = / " > u(@)dhi(y)

z€A:f(z)=y
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wynika z lematu 2.6. Ze wzgledu na liniowo$¢ catki wynik zachowuje sie dla funk-
cji prostych. Nieujemne u jest granica niemalejacego ciggu funkcji prostych, a
wiec na mocy lematu o zbiezno$ci monotonicznej wynik zachowuje sie dla takich
u. Jedli lewa strona jest catkowalna to mozna naplsac u(x) = u+( ) u_(x)
gdzie uy i u_ sg nieujemne i calki [, uy(x)Jf(x)dhy(z) i [, u_ (x)dhy(x)
sa skoriczone. Wtedy

JRICHEACE /f X i)

z€A: f(x)=y

/A u_(z)J f(x)dhy(z) = /f o > u(@)dhi(y),

z€A: f(x)=y

i z liniowosci catki

/ u(z)J f(z)dhy(z) = / uy(x)J f(x)dh(z) Jr/ u_(x)J f(x)dhg(z)
A A A

a /f(A)

s (@)dhey) + /f X @)

z€A:f(x)=y

/f X @),

z€A: f(z)=y

z€A:f(z)=y
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