
1 Miary Hausdor�a

Najpierw de�niujemy pomocnicze miary zewn¦trzne hk,ε:

hk,ε(A) = inf
S

∑
B∈S

r(B)k

gdzie r(B) oznacza promie« kuli za± S przebiega rodziny kul otwartych takie »e
A ⊂

⋃
B∈S B i r(B) < ε dla dowolnego B ∈ S. Nast¦pnie:

h∗k(A) = sup
ε>0

hk,ε(A).

Zuwa»emy »e je±li ε1 < ε2 to rodzina S dopuszczalnych dla ε1 jest podzbiorem
rodziny S dopuszczalnych dla ε2, czyli hk,ε1 ≥ hk,ε2 . A wi¦c

h∗k(A) = lim
ε→0+

hk,ε(A).

Miara hk to obci¦cie h∗k do zbiorów h∗k mierzalnych. Miar¦ hk nazywamy miar¡
Husdor�a.

Miary hk,ε zachowuj¡ si¦ niezbyt dobrze, w szczególno±ci trudno dla nich
poda¢ zbiory mierzalne. Natomiast ka»dy zbiór borelowski jest hk mierzalny.

Bez dowodu (przy najmniej na razie) b¦dziemy u»ywa¢ dwa wa»ne fakty:
Fakt1: Ka»dy zbiór borelowski jest hk-mierzalny.
Fakt2: Jesli A jest hk-mierzalny miary sko«czonej to

hk(A) = sup
K⊂A

hk(A)

gdzie supremum przebiega zbiory zwarte.

1.1 hk na Rk

Lemat 1.1 Niech λ b¦dzie miar¡ Lebesque'a na Rk, B = {x : ‖x‖ = 1} b¦dzie
kul¡ jednostkow¡, za± c = λ(B). Wtedy dla A ⊂ Rk mamy λ(A) = chk(A).

Najpierw podamy dowód oszacowania w jedn¡ stron¦:

Lemat 1.2 Przy zaªo»eniach jak w 1.1 mamy λ∗ ≤ ch∗k gdzie λ∗ oznacza miar¦
zewn¦trzn¡ Lebesque'a.

Dowód: Niech A ⊂ Rk b¦dzie dowolnym zbiorem. Ustalmy ε > 0. Niech
δ > 0. Z de�nicji miary zewn¦trznej hk,ε istnieje rodzina kul S taka »e A ⊂⋃
B∈S B i ∑

B∈S
r(B)k ≤ hk,ε(A) + δ.

Lecz

λ∗(A) ≤
∑
B∈S

λ∗(B) =
∑
B∈S

cr(B)k

czyli

λ∗(A) ≤ hk,ε(A) + δ.
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Jako »e δ > 0 jest dowolne to

λ∗(A) ≤ hk,ε(A) ≤ sup
η>0

hk,η(A) = h∗k(A).

�

Zanim podamy dowód w drug¡ stron¦ potrzebujemy lemat geometryczny

Lemat 1.3 (Lemat Wienera). Niech S b¦dzie rodzin¡ kul otwartych w Rk i
K ⊂

⋃
B∈S B b¦dzie zbiorem zwartym. Dla kuli B niech B∗ oznacza kul¦ o

takim samym ±rodku jak B i trzy razy wi¦kszym promieniu. Wtedy istnieje
sko«czona rodzina kul rozª¡cznych T ⊂ S taka »e K ⊂

⋃
B∈T B

∗.

Dowód. Jako »e K jest zwarty to istnieje sko«czona rodzina kul S0 ⊂ S taka
»e K ⊂

⋃
B∈S0

B. Teraz indukcyjnie de�niujemy kule Bi i sko«czone rodziny
kul Si. Mianowicie Bi to kula z Si o najwi¦kszym promieniu (je±li jest wi¦cej
ni» jedna taka kula to wybieramy dowolnie). Rodzina Si+1 to rodzina tych
kul z Si które si¦ nie przecinaj¡ z Bi. Jako »e Si+1 ⊂ Si − {Bi} to rodziny
Si s¡ sko«czone i po sko«czenie wielu krokach otrzymamy puste Si co ko«czy
konstrukcj¦. Niech T = {Bi : i = 0, . . . , n} b¦dzie otrzyman¡ rodzin¡ kul i niech
ri oznacza promie« Bi. Oczywi±cie Bi ∈ Si ⊂ S, wi¦c T ⊂ S. Je±li i < j to
Bj ∈ Si+1 czyli Bi jest rozª¡czne z Bj . Nast¦pnie, B

∗
i jest kul¡ o takim samym

±rodku jak Bi lecz o promieniu 3ri. Twierdzimy »e

∑
B∈S0

B ⊂
n∑
j=0

B∗j .

Mianowicie, je±li B ∈ S0 − T to B przecina si¦ z pewnym Bj . Niech i b¦dzi
najmniejszym z j takich »e B ∪ Bj 6= ∅. Wtedy promien B jest mniejszy lub
równy od ri. Wynika to z naszej konstrunkcji: na mocy minimalno±ci i mamy
B ∈ Si i gdyby promie« B byª wi¦kszy to wybieraj¡c Bi wybraliby±my B.
Oznacza to »e B ⊂ B∗i : je±li z ∈ B jest dowolny, x jest ±rodkiem B, s jest
±rodkiem Bi za± y ∈ B ∪ Bi to d(y, s) < ri, d(y, x) < ri, d(z, x) < ri czyli
d(x, s) < 3ri czyli z ∈ B∗i czyli faktycznie B ⊂ B∗i . Na mocy tego faktycznie

K ⊂
∑
B∈S0

B ⊂
n∑
j=0

B∗j .

�

Lemat 1.4 Je±li A jest zbiorem otwartym to 3kλ(A)/c ≥ hk(A).

Dowód: A jest sum¡ wst¦puj¡cego ci¡gu zbiorów zwartych Kj . Niech t <
hk(A). Wtedy istnieje j takie »e hk(Kj) > t. Ustalmy ε > 0. Niech S b¦dzie
rodzin¡ kul o promieniu mniejszym od ε zawartych w A. Na mocy lematu
Wienera 1.3 istnieje sko«czona rodzina kul rozª¡cznych T ⊂ S taka »e

Kj ⊂
⋃
B∈T

B∗
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Wtedy

hk,ε(Kj) ≤
∑
B∈T

r(B∗)k = 3k
∑
B∈T

r(B)k.

Jako »e kule z T s¡ rozª¡czne i zawarte w A to

c
∑
B∈T

r(B)k =
∑
B∈T

λ(B) = λ(
⋃
B∈T

B) ≤ λ(A).

Czyli
hk,ε(Kj) ≤ 3kλ(A)/c.

Przchodz¡c z ε do granicy dostajemy

t < hk(Kj) ≤ 3kλ(A)/c

Jako »e t < hk(A) jest dowolne oznacza to »e

hk(A) ≤ 3kλ(A)/c

�

Dowód lematu 1.1: Jak ju» pokazali±my dla otwartych A mamy λ(A) ≤
chk(A) ≤ 3kλ(A). Czyli w szczególno±ci hk jest sko«czona na podzbiorach
ograniczonych Rk. Jako »e hk jest niezmiennicza na przesuni¦cia oznacza to »e
istnieje staªa a taka »e aλ(A) = chk(A). Wiemy ju» »e 1 ≤ a ≤ 3k. Przypu±¢my
»e a > 1. Niech U b¦dzie zbiorem otwartym takim »e λ(U) = c. Wtedy hk(U) =
a. Niech K ⊂ U b¦dzie podzbiorem zwartym takim »e λ(K) > c/3. Ustalmy
ε > 0. Niech S b¦dzie rodzin¡ kul o promieniu mniejszym od ε zawartych w U .
Na mocy lematu Wienera istnieje rodzina kul rozª¡cznych T ⊂ S taka »e

K ⊂
⋃
B∈T

B∗

co daje

c/3 < λ(K) ≤
∑
B∈T

λ(B∗) = 3k
∑
B∈T

λ(B) = c3k
∑
B∈T

r(B)k

czyli

3−k−1 <
∑
B∈T

r(B)k

Ponadto je±li B ∈ T to B ⊂ U . Bior¡c G = U −
∑
B∈T B mam

λ(G) = λ(U)−
∑
B∈T

λ(B)

Czyli

hk(G) = aλ(G)/c = aλ(U)/c− a
∑
B∈T

r(B)k

a wi¦c

hk,ε(U) ≤ hk,ε(G) +
∑
B∈T

r(B)k ≤ hk(G) +
∑
B∈T

r(B)k

3



= aλ(U)/c− a
∑
B∈T

r(B)k +
∑
B∈T

r(B)k

= aλ(U)/c− (a− 1)
∑
B∈T

r(B)k

≤ aλ(U)/c− (a− 1)3−k−1

Przechodz¡c z ε do granicy dostajemy

hk(U) ≤ aλ(U)/c− (a− 1)3−k−1 < aλ(U)/c

co daje sprzeczno±¢ z przypuszczeniem »e a > 1. �

1.2 Jakobian

Je±li T jest odwzorowaniem liniowym z W = Rk w V = Rn to obraz jest
podprzestrzeni¡ V wymiaru co najwy»ej k. �atwo pokaza¢ »e podprzestrze«
U ⊂ V wymiaru mniejszego ni» k ma miar¦ hk zero. Wtedy dla A ⊂ W
mamy hk(T (A)) ≤ hk(T (W )) = 0. Je±li T (W ) ma wymiar k to wtedy T (W )
jest izometryczna z Rk. Mo»na pokaza¢ »e dla podzbiorów A ⊂ Rk obliczaj¡c
hk(A) wewn¡trz Rk dostaniemy ten sam wynik jak traktuj¡c A jako podzbiór
Rn z n > k. A wi¦c je±li T (W ) jest wymiaru k to miara hk na T (W ) jest
wielokrotno±ci¡ miary Lebesque'a na T (W ), w szczególno±ci z dokªadno±ci¡ do
mno»enia przez staª¡ jest jedyn¡ miar¡ sko«czon¡ na obrazach przez T zbiorów
ograniczonych. A wi¦c istnieje staªa cT (zale»na od T lecz niezale»na od A) taka
»e

hk(T (A)) = cThk(A)

(obie strony zadaja miar¦ naW niezmiennicz¡ na przesuni¦cia i tak¡ »e jest ona
sko«czona dla zbiorów ograniczonych). Jak zauwa»yli±my wy»ej, je±li T (A) ma
wymiar mniejszy ni» k to wzór wy»ej zachodzi z cT = 0. A wi¦c wzór

hk(T (A)) = JThk(A)

jednoznacznie de�niuje liczb¦ JT któr¡ nazywamy jakobianem T .
Aby praktycznie oblicza¢ jakobiany potrzebujemy rozkªad bieguniowy ope-

ratora liniowego. Najpierw przypomn¦ znany fakt.
De�nicja: Odwzorowanie liniowe A : Rn → Rn nazywamy nieujemnie okre-

slonym je±li dla dowolnych x, y ∈ Rn zachodzi równo±¢ (Ax, y) = (Ay, x) i
nierówno±¢ (Ax, x) ≥ 0.

De�nicja: Odwzorowanie liniowe A : Rn → Rm dla n ≤ m nazywamy wªo-
»eniem ortogonalnym je±li dla dowolnego x ∈ Rn zachodzi równo±¢ (Ax,Ax) =
(x, x). Je±li ponadto n = m to A nazywamy odwzorowaniem ortogonalnym.

Fakt 3: O jest wªo»eniem ortogonalnym wtedy i tylko wtedy gdy OTO = Id,
gdzie OT oznacza odwzorowanie sprze»one do O (przypominam »e macierz¡
odwzorowania sprze»onego jest macierz transponowana do macierzy O).

Fakt 4: Je±li A jest odwzorowaniem nieujemnie okre±lonym to istnieje od-
wzorowanie ortogonalne O i odwzorowanie D zadane macierz¡ diagonaln¡ takie
»e A = O−1DO. Czyli ka»de odwzorowaniem nieujemnie okre±lone mo»na zdia-
gonalizowa¢ przy pomocy odwzorowa« ortogonalnych.
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Lemat 1.5 Je±li A jest odwzorowaniem nieujemnie okre±lonym to istnieje do-
kªadnie jedno odwzorowanie nieujemnie okre±lone T takie »e A = T 2.

Dowód: Zauwa»my »e je±li A ma posta¢ diagonaln¡ Aei = λiei i A jest
nieuejmne, to λi ≥ 0 i λi ma nieujemy pierwiastek δi czyli λi = δ2i . De�nuj¡c T
na bazie ei wzorem Tei = δiei mam T 2(ei) = δ2i ei = λiei = Aiei czyli A = T 2.
Ogólnie, jesli A = O−1DO, T1 jest nieujemnie okre±lone i T 2

1 = D to bior¡c
T = O−1T1O mam T 2 = O−1T1OO

−1T1O = O−1T 2
1O = O−1DO = A co daje

istnienie T . Je±li v jest wektorem wªasnym A z warto±ci¡ wªasn¡ λ to

ATv = T 2Tv = TT 2v = TAv = Tλv = λTv

czyli równie» Tv jest wektorem wªasnym A z warto±ci¡ wªasn¡ λ. Wiadomo »e
Rn jest sum¡ prost¡ podprzesterzeni wªasnych A, wi¦c wystarczy pokaza¢ »e
T jest jednoznacznie zde�niowane na podprzesterzeniach wªasnych T . To jest
równowa»ne pokazaniu »e T jest jednoznacznie zde�niowane w przypadku gdy
Ax = λx. Ale wtedy dowlna warto±¢ wªasna δ operatora T speªnia δ2 = λ. Jako
»e T jest nieujemnie okre±lony to δ ≥ 0, czyli δ jest wyznaczone jednoznacznie.
A wi¦c Tx = δx i równie» T jest wyznaczony jednoznacznie. �

Lemat 1.6 (O rozkªadzie biegunowym) Je±li A : Rn → Rm jest odwzorowaniem
ró»nowarto±ciowym to istnieje odwzorowanie nieujemnie okre±lone T i wªo»enie
ortogonalne O takie »e A = OT . Ten rozkªad jest jednoznaczny, tzn. zarówno
T jak i O s¡ jednoznacznie wyznaczone.

Dowód: Najpierw poka»emy jednoznaczno±¢ T i O. Mianowicie bior¡c pod
uwag¦ »e dla odzorowania nieujemnie okre±lonego T mamy TT = T liczymy
ATA = (OT )TOT = TTOTOT = TIdT = T 2 czyli T 2 jest wyznaczone jed-
nonacznie. Z poprzedniego lematu równie» T jest wyznaczone jednoznacznie.
Jako »e A jest odwzorowaniem ró»nowarto±ciowym równie» T jest ró»nowar-
to±ciowe, czyli istnieje T−1. Wtedy O = OTT−1 = AT−1 czyli równie» O
jest jednoznacznie wyznaczone. Aby pokaza¢ istnienie bierzemy T jak wy»ej,
tzn. na mocy poprzedniego lematu znajdujemy nieujemnie okre±lone T takie
»e ATA = T 2. Jak zauwa»yli±my T jest ró»nowarto±ciowe i de�nujemy O wzo-
rem O = AT−1. Trzeba pokaza¢ »e O jest wªo»eniem ortogonalnym. Lecz
OTO = (AT−1)TAT−1 = T−1ATAT−1 = T−1T 2T−1 = Id czyli O faktycznie
jest wªo»eniem ortogonalnym. �

Lemat 1.7 Je±li A : Rk → Rm na rozkªad biegunowy A = OT , to

J(A) = det(T ) =
√
det(ATA).

Je±li k = m to
J(A) = |det(A)|.

Dowód. Jako »e miara hk jest niezmiennicza na izometrie, a wªo»enie or-
togonalne jest izometri¡ na obraz to J(A) = J(T ). Zapisuj¡c T = U−1DU
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gdzie U jest odwzorowaniem ortogonalnym za± D diagonalnym sprowadzamy
problem do przypadku gdy T jest odwzorowaniem diagonalnym. Na mocy
wzoru chk(B) = λ(B) wi¡»¡cego k-wymiarow¡ miar¦ Husdor�a na Rk i miar¦
Lebesque'a wystarczy pokaza¢ »e λ(TB) = det(T )λ(B) dla D b¦d¡cego od-
wzorowaniem diagonalnym. Wiemy »e λ(TB) = cλ(B) i tylko musimy spraw-
dzi¢ »e c = det(T ). Dla B b¦d¡cego produktem odcinków jednostkowych, tzn.
B = [0, 1]× · · · × [0, 1] mamy TB = [0, δ1]× · · · × [0, δk] gdzie Tei = δiei i

λ(TB) =

k∏
i=1

δi = det(T ) = det(T )λ(B)

czyli faktycznie c = det(T ). Nast¦pnie, T 2 = ATA czyli det(T )2 = det(ATA)
czyli J(A) =

√
det(ATA). Wreszcie je±li k = n to |det(A)| =

√
det(ATA). �

1.3 Miara powierzchniowa

Miara Hausdor�a hk jest naturaln¡ k wymiarow¡ miar¡ na podzbiorach Rn.
Jednak»e by uzyska¢ zgodno±¢ z miar¡ Lebesque'a na Rk wygodnie jest prze-
normowa¢ miar¦ hk. Miar¦ chk na Rn gdzie c jest miar¡ Lebesque'a kuli jed-
nostkowej w Rk nazywamy miar¡ powierzchniow¡. Jak poka»emy w wa»nym
przypadku szczególnym gdy zbiór B jest obrazem dostatecznie porz¡dnej funk-
cji mo»na poda¢ wzory na oblicznie miary powierzchniowej.

2 Lemat o zamianie zmiennych

Warunek Stepanowa. Niech A ⊂ Rk. Powiemy »e funkcja f : A → Rn speªnia
warunek Stepanowa w punkcie x ∈ A je±li

lim sup
y∈A,y 6=x

‖f(y)− f(x)‖
‖y − x‖

<∞.

Powiemy »e f speªnia warunek Stepanowa na A je±li f speªnia warunek Stepa-
nowa w punkcie x dla ka»dego x ∈ A.

Uwaga: Je±li f jest ró»niczkowalna w punkcie x to f speªnia warunek Ste-
panowa w punkcie x. Je±li f speªnia warunek Lipschitza na A (z pewn¡ staª¡)
to f speªnia warunek Stepanowa na A.

Fakt: Je±li f speªnia warunek Stepanowa na zbiorze otwartym A to f jest
ró»niczkowalna dla p.w x ∈ A.

Uwaga: Pochodn¡ f ′(x) zde�niowali±my tylko wtedy gdy f jest okreslona
w pewnym otoczeniu x. Aby mówi¢ o pochodnej musimy wi¦c zakªada¢ »e
f jest zde�niowana na dostatecznie du»ym zbiorze. Jednak»e faktycznie u»y-
wamy tylko jej wªasno±ci na A, tak »e w lemacie ni»ej mogliby±my zde�niowa¢
pochodn¡ pomijaj¡c warunek »e f jest zde�niowan w pewnym otoczeniu x.
Wtedy straciliby±my jednoznaczno±¢ pochodnej, tzn. potencjalnie mieliby±my
wiele mo»liwych pochodnych i trzeba by wybra¢ jedn¡. Mo»na pokaza¢ »e wy-
niki ni»ej zachowuj¡ si¦ przy takim uogólnieniu pochodnej, wi¦c nie b¦dziemy
ni»ej jawnie dodawa¢ zaªo»enia »e f jest zde�niowana w otoczeniu x � przy
odpowiedniej de�nicji pochodnej jest ono niepotrzebne.
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Notacja: Je±li f : A → Rn jest ró»niczkowalna w punkcie x to przez Jf(x)
rozumiemy J(f ′(x)).

Lemat 2.1 Wzór zamiany zmiennych dla mierzalnego A ⊂ Rk. Je±li f speªnia
warunek Stepanowa na A i f jest ró»niczkowalna dla p.w. x ∈ A za± u jest
mierzalna to ∫

A

u(x)Jf(x)dhk(x) =

∫ ∑
x:f(x)=y

u(x)dhk(y)

gdzie równo±¢ zachodzi bezwarunkowo dla nieujemnych u, za± ogólnie je±li lewa
strona jest caªkowalna to prawa strona jest caªkowalna i zachodzi równo±¢.

Lemat 2.2 Je±li ‖f(x) − f(y)‖ ≤ M‖x − y‖ dla x, y ∈ A to h∗k(f(A)) ≤
Mkh∗k(A). Ponadto je±li A jest hk-mierzalny i hk(A) < ∞ to f(A) jest hk-
mierzalny.

Dowód: Dla kuli otwartej B o ±rodku w punkcie x i promieniu r oznaczamy
przez f̃(B) kul¦ o ±rodku w punkcie f(x) i promieniu Mr. Z zaªo»enia, je±li
‖y−x‖ < r to ‖f(y)−f(x)‖ < Mr, czyli y ∈ f̃(B). Innymi sªowy f(B) ⊂ f̃(B).

Je±li S jest rodzin¡ kul tak¡ »e A ⊂
⋃
B∈S B, to mamy

f(A) ⊂
⋃
B∈S

f(B) ⊂
⋃
B∈S

f̃(B) =
⋃

B∈f̃(S)

B

gdzie f̃(S) = {f̃(B) : B ∈ S}. Nast¦pnie, je±li dla B ∈ S zachodzi r(B) < ε to
r(f̃(B)) < Mε i

hk,Mε(f(A)) ≤
∑

B∈f̃(S)

r(B)k =
∑
B∈S

r(f̃(B))k =
∑
B∈S

(Mr(B))k =Mk
∑
B∈S

r(B)k.

Bior¡c in�mum po prawej stronie mamy

hk,Mε(f(A)) ≤Mkhk,ε(A).

Przechodz¡c z ε do granicy dostajemy

h∗k(f(A)) = lim
ε→0+

hk,ε(f(A)) = lim
ε→0+

hk,Mε(f(A))

≤Mk lim
ε→0+

hk,ε(A) =Mkh∗k(A).

Je±li A jest hk mierzalny i sko«czonej miary, to istnieje ci¡g zbiorów zwartych
Kj ⊂ A takich »e hk(A) = supj hk(Kj). Wtedy dla Z = A−

⋃
j Kj mamy

hk(Z) ≤ inf
j
hk(A−Kj) = hk(A)− sup

j
k(Kj) = 0

a wi¦c hk(f(Z)) = 0, czyli Z jest miary zero czyli hk-mierzalny. Jako »e f jest
ci¡gªa to f(Kj) jest zwarty, a wi¦c hk-mierzalny. Czyli f(A) = f(Z)∪

⋃
j f(Kj)

jest hk-mierzalny jako przeliczalna suma zbiorów hk-mierzalnych. �
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Lemat 2.3 Je±li S : Rk → Rn jest odwzorowaniem liniowym, JS > 0, to dla
ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0, takie »e je±li A jest hk mierzalny, hk(A) <∞, dla
dowolnych x, y ∈ A

‖f(x)− f(y)− S(x− y)‖ ≤ δ‖x− y‖

to
(1− ε)JShk(A) ≤ hk(f(A)) ≤ (1 + ε)JShk(A).

W szczególno±ci wtedy f(A) jest hk-mierzalny. Ponadto, je±li T jest operatorem
liniowym takim »e ‖T − S‖ ≤ δ to

(1− ε)JS ≤ JT ≤ (1 + ε)JT.

Dowód. Je±li S jest izometrycznym wªo»eniem to JS = 1 i nierówo±¢

hk(f(A)) ≤ (1 + ε)JShk(A)

wynika z 2.2. Mianowicie ‖f(x)−f(y)‖ ≤M‖x−y‖ zM = 1+δ, czyli wystarczy
(1 + δ)k ≤ 1 + ε. Przy tym z 2.2 wynika te» »e f(A) jest hk mierzalny. Aby
pokaza¢ drug¡ nierówno±¢ zauwa»my »e

‖f(x)− f(y)‖ ≥ ‖S(x− y)‖ − δ‖x− y‖ = (1− δ)‖x− y‖.

A wi¦c f jest ró»nowarto±ciowa, i odwrotno±¢ f−1 : f(A)→ A speªnia ‖x−y‖ ≥
(1− δ)‖f−1(x)− f−1(y)‖, czyli

‖f−1(x)− f−1(y)‖ ≤ 1

1− δ
‖x− y‖.

Wi¦c na mocy 2.2

JShk(A) = hk(A) = hk(f
−1(f(A))) ≤ 1

(1− δ)k
hk(f(A))

czyli
(1− ε)JShk(A) ≤ hk(f(A))

o ile (1 − ε) ≤ (1 − δ)k. Czyli lemat zachodzi dla S b¦d¡cego izometrycznym
wªo»eniem. Ogólne S z JS > 0 mo»na zapisa¢ w postaci A = UDV gdzie D
jest diagonalne z dodatnimi warto±ciami na diagonali, U jest izometrycznym
wªo»eniem za± V jest izometri¡. Poniewa» izometria nie zmienia ani miary ani
normy zast¦puj¡c f przez f ◦ V −1 i A przez V A mo»na pomin¡¢ V bez utraty
ogólno±ci. Nast¦pnie stosuj¡c ju» udowodnion¡ cz¦±¢ lematu do g = f ◦D−1, U
i DA znajdujemy δ1 takie »e o ile

‖g(x)− g(y)− U(x− y)‖ ≤ δ1‖x− y‖

to
(1− ε)hk(DA) ≤ hk(g(DA)) ≤ (1 + ε)hk(DA).

Lecz hk(DA) = JDhk(A) = JShk(A), za± g(DA) = f(A) czyli powy»sze ozna-
cza

(1− ε)JShk(A) ≤ hk(f(A)) ≤ (1 + ε)JShk(A).
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Czyli wystarczy dobra¢ δ tak by warunek na g byª speªniony. Lecz g = f ◦D−1
czyli

‖g(x)− g(y)− U(x− y)‖ = ‖f(D−1x)− f(D−1y)− UD(D−1x−D−1y)‖

= ‖f(D−1x)−f(D−1y)−S(D−1x−D−1y)‖ ≤ δ‖D−1x−D−1y‖ ≤ δ‖D−1‖‖x−y‖.
Czyli wynik zachodzi o ile δ‖D−1‖ ≤ δ1. Ostatnia cz¦±¢ wynika z de�nicji jako-
bianu po zastosowaniu poprzedniej cz¦±ci do f(x) = Tx. �

Lemat 2.4 Je±li ‖f ′(x)−S‖ ≤ δ na A, to istnieje przeliczalny ci¡g rozª¡cznych
zbiorów mierzalnych i ograniczonych Ak taki »e A =

⋃
Ak i ‖f(x)−f(y)−S(x−

y)‖ ≤ 2δ‖x− y‖ dla x, y ∈ Ak.

D. Niech φ(x, y) = ‖f(x)− f(y)− S(x− y)‖/‖x− y‖ dla x 6= y i niech

Bk = {x : φ(x, y) < 2δ dla ka»dego y 6= x takiego »e ‖x− y‖ < 1/k}

Z zaªo»enia mamy
lim sup

y→x
φ(x, y) ≤ δ

wi¦c A =
⋃
Bk. Z zaªo»enia f jest ró»niczkowalna na A, a wi¦c ci¡gªa na A, a

wi¦c mierzalna, czyli Bk s¡ mierzalna. Nast¦pnie rozbijamy mierzalnie ka»de z
Bk na zbiory o ±rednicy < 1/k, otrzymuj¡c zbiory Ck,m take »e Bk =

⋃
m Ck,m

i dla dowolnego k,m i x, y ∈ Ck,m mamy ‖x− y‖ < 1/k. Wtedy

‖f(x)− f(y)− S(x− y)‖ = ‖x− y‖φ(x, y) < 2δ‖x− y‖

dla x, y ∈ Ck.m. Oczywi±cie Ck,m s¡ ograniczone, wi¦c przenumerowuj¡c i uroz-
ª¡czniaj¡c Ck.m dostaniemy Ak. �

Lemat 2.5 Niech U b¦dzie zbiorem operatorów liniowych z Rk w Rn takich »e
JS > 0 dla S ∈ U . Je±li δ : U → (0,∞), i Jf(x) > 0 dla x ∈ A, to istnieje ci¡g
operatorów Sk ∈ U i ci¡g rozª¡cznych zbiorów mierzalnych i ograniczonych Ak
takich »e ‖f(x)− f(y)− Sk(x− y)‖ ≤ δ(Sk)‖x− y‖ dla x, y ∈ Ak.

Dowód. Dla S ∈ U niech VT = {S : ‖S − T‖ < δ(T )/2}. Poniewa» U jest
przestrzeni¡ metryczn¡ o±rodkow¡ to istnieje ci¡g operatorów liniowych Tl taki
»e

U =
⋃
l

VTl
.

Niech Bl = {x ∈ A : f ′(x) ∈ VTl
}. Bl s¡ rozª¡czne, mamy A =

⋃
k Bl i

‖f ′(x)− Tl‖ < δ(Tl)/2

dla x ∈ Bl. Na mocy lematu 2.4 istniej¡ zbiory rozª¡czne Cl,j takie »e Bl =⋃
j Cl,j i

‖f(y)− f(x)− Tl(y − x)‖ < δ(Tl)‖y − x‖
dla y, x ∈ Cl,j . Niech k numeruje pary (l, j). Bior¡c Sk = Tlk i Ak = Clk,jk
dostajemy »¡dane Sk i Ak. �
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Lemat 2.6 Je±li A jest mierzalny, Jf(x) > 0 dla x ∈ A, to∫
A

Jf(x)dhk(x) =

∫
f(A)

∑
x∈A:f(x)=y

1dhk(y).

Dowód. Ustalmy ε > 0. Niech U b¦dzie jak w lemacie 2.5. Dla S ∈ U niech
δ(S) b¦dzie tak¡ by teza lematu 2.3 zachodziªa dla S, ε i δ(S). Na mocy lematu
2.5 istniej¡ rozª¡czne zbiory mierzalne i ograniczone Aj i operatory Sj takie »e
A =

⋃
j Aj i

‖f(x)− f(y)− Sj(x− y)‖ ≤ δ(Sj)‖x− y‖

dla x, y ∈ Aj . Poniewa» Aj ⊂ Rk s¡ ograniczone to hk(Aj) < ∞. Dla ka»dego
Aj z osobna mo»emy stosowa¢ lemat 2.3. W szczególno±ci oznacza to »e f(Aj)
jest mierzalny. Nast¦pnie, dla x ∈ Aj mamy

‖f ′(x)− Sj‖ < δ

czyli z drugiej cz¦±ci 2.3 wynika »e

(1− ε)JSj ≤ (Jf)(x) ≤ (1 + ε)JSj

dla x ∈ Aj . Razem z pierwsz¡ cz¦±ci¡ 2.3 daje to

(1− ε)(1 + ε)−1
∫
Aj

Jf(x)dhk(x) ≤ (1− ε)
∫
Aj

JSdhk(x) = (1− ε)JShk(Aj) ≤

hk(f(Aj)) =

∫
f(Aj)

1dhk(y).

Podobnie ∫
f(Aj)

1dhk(y) ≤ (1 + ε)(1− ε)−1
∫
Aj

Jf(x)dhk(x).

Sumuj¡c po j widzimy »e f(A) =
⋃
j f(Aj) jest mierzalny i

(1− ε)(1 + ε)−1
∫
A

Jf(x)dhk(x) ≤
∫
f(A)

∑
x∈A:f(x)=y

1dhk(y)

≤ (1 + ε)(1− ε)−1
∫
A

Jf(x)dhk(x).

Jako »e ε > 0 jest dowolne oznacza to »e∫
A

Jf(x)dhk(x) ≤
∫
f(A)

∑
x∈A:f(x)=y

1dhk(y) ≤
∫
A

Jf(x)dhk(x)

co daje wynik. �

Lemat 2.7 Je±li f speªnia warunek Stepanowa na A to istniej¡ zbiory rozª¡czne
Ak takie »e f speªnia warunek Lipschitza na Ak.
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Dowód. Podobny do lematu 2.4. Niech φ(x, y) = ‖f(x)− f(y)‖/‖x− y‖ dla
x 6= y i niech

Bk,l = {x : φ(x, y) < l dla ka»dego y 6= x takiego »e ‖x− y‖ < 1/k}.

Z zaªo»enia mamy

lim sup
y→x

φ(x, y) <∞

wi¦c A =
⋃
Bk,l. Nast¦pnie rozbijamy mierzalnie ka»de z Bk,l na zbiory o ±red-

nicy < 1/k, otrzymuj¡c zbiory Ck,l,m take »e Bk,l =
⋃
m Ck,l,m i dla dowolnego

k, l,m i x, y ∈ Ck,l,m mamy ‖x− y‖ < 1/k. Wtedy

‖f(x)− f(y)‖ = ‖x− y‖φ(x, y) < l‖x− y‖

czyli na Ck,l,m funkcja f speªnia warunek Lipschitza ze staªa l. Przenumerowu-
j¡c i urozª¡czniaj¡c Ck,l,m otrzymujemy Ak. �

Lemat 2.8 Je±li f speªnia warunek Stepanowa na A i hk(A) = 0 to hk(F (A)) =
0.

Dowód. Na mocy lematu 2.7 istnieje ci¡g zbiorów Aj taki »e A =
⋃
j Ak i f

speªnia warunek Lipschitza na Aj . Na mocy lematu 2.2 mamy

hk(f(Aj)) ≤Mkhk(Aj) ≤Mkhk(A) = 0

gdzie M jest staª¡ Lipschitza f na Aj . A wi¦c

hk(f(A)) ≤
∑
j

hk(f(Aj)) = 0.

�

Lemat 2.9 Niech B = {x ∈ A : rank(f ′(x)) < k}. Wtedy hk(f(B)) = 0.

Dowód: Niech pomocnicza funkcja Fε : A → Rn+k b¦dzie zadana wzorem
Fε(x) = (f(x), εx). Mamy

f(x) = P ◦ Fε
gdzie P oznacza rzutowanie ortogonalne z Rn+k na Rn. Oczywi±cie F ′ε(x) jest
ró»nowarto±ciowe dla ka»dego x takiego »e f jest ró»niczkowalna w x, a wi¦c
JFε(x) > 0 na B. Na mocy lematu 2.6∫

B

JFε(x)dhk(x) =

∫
Fε(B)

∑
x:Fε(x)=y

1dhk(y) ≥ hk(Fε(B)).

Na mocy lematu 2.2 jako »e staªa Lipschitza dla P to 1 mamy

hk(P (Fε(B)) ≤ hk(Fε(B))
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czyli
hk(f(B)) = hk(P ◦ Fε(B)) = hk(P (Fε(B))

≤ hk(Fε(B)) ≤
∫
B

JFε(x)dhk(x).

Wi¦c

hk(f(B)) ≤
∫
B

JFε(x)dhk(x)

Mamy JFε(x) → Jf(x) gdy ε → 0. Je±li A ma miar¦ sko«czon¡ i f ′(x) jest
ograniczone na A to JFε(x) s¡ wspólnie ograniczone z góry przez funkcj¦ caªko-
waln¡ (tzn. staª¡) na A, a wi¦c na mocy twierdzenia Lebesque'a o ograniczonej
zbie»no±ci mamy

lim
ε→0

∫
B

JFε(x)dhk(x)→ 0

czyli hk(f(B)) = 0. W ogólnym przypadku przedstawiamy B jako sum¦ zbiorów
Bj o mierze sko«czonej takich »e f ′(x) jest ograniczone na Bj . Wtedy

hk(f(B)) ≤
∑
j

hk(f(Bj)) = 0

�

Dowód lematu 2.1: Zauwa»my »e lemat wystarczy pokaza¢ w przypadku
gdy f jest ró»niczkowana i Jf > 0. Mianowicie je±li poka»emy ten przypadek
to bior¡c B = {x ∈ A : Jf(x) = 0} za± jako Z zbiór tych x ∈ A »e f nie jest
ró»niczkowalna w x na mocy lematów 2.8 i 2.9 mamy hk(f(Z)) = 0, hk(f(B)) =
0 za± dla A− Z −B mamy∫

A−Z−B
u(x)Jf(x)dhk(x) =

∫
f(A−Z−B)

∑
x∈A−Z−B:f(x)=y

u(x)dhk(y)

czyli uwzgl¦dniaj¡c powy»sze po lewej stronie mo»emy caªkowa¢ po A− Z i∫
A

u(x)Jf(x)dhk(x) =

∫
B

u(x)Jf(x)dhk(x) +

∫
A−Z−B

u(x)Jf(x)dhk(x)

=

∫
B

0 +

∫
A−Z−B

u(x)Jf(x)dhk(x) =

∫
A−Z−B

u(x)Jf(x)dhk(x)

=

∫
f(A−Z−B)

∑
x∈A−Z−B:f(x)=y

u(x)dhk(y)

∫
f(A)

∑
x∈A:f(x)=y

u(x)dhk(y)

gdzie ostatnia równo±¢ wynika z tego »e hk(f(Z)) = hk(f(B)) = 0. A wi¦c
mo»emy zakªada¢ »e Jf(x) > 0 na A. Je±li u jest funkcj¡ wska¹nikow¡ zbioru
F ⊂ A, tzn. u(x) = 1 dla x ∈ F i u(x) = 0 dla x /∈ F to równo±¢∫

A

u(x)Jf(x)dhk(x) =

∫
f(A)

∑
x∈A:f(x)=y

u(x)dhk(y)
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wynika z lematu 2.6. Ze wzgl¦du na liniowo±¢ caªki wynik zachowuje si¦ dla funk-
cji prostych. Nieujemne u jest granic¡ niemalej¡cego ci¡gu funkcji prostych, a
wi¦c na mocy lematu o zbie»no±ci monotonicznej wynik zachowuje si¦ dla takich
u. Je±li lewa strona jest caªkowalna to mo»na napisa¢ u(x) = u+(x) − u−(x)
gdzie u+ i u− s¡ nieujemne i caªki

∫
A
u+(x)Jf(x)dhk(x) i

∫
A
u−(x)Jf(x)dhk(x)

s¡ sko«czone. Wtedy∫
A

u+(x)Jf(x)dhk(x) =

∫
f(A)

∑
x∈A:f(x)=y

u+(x)dhk(y),

∫
A

u−(x)Jf(x)dhk(x) =

∫
f(A)

∑
x∈A:f(x)=y

u−(x)dhk(y),

i z liniowo±ci caªki∫
A

u(x)Jf(x)dhk(x) =

∫
A

u+(x)Jf(x)dhk(x) +

∫
A

u−(x)Jf(x)dhk(x)

=

∫
f(A)

∑
x∈A:f(x)=y

u+(x)dhk(y) +

∫
f(A)

∑
x∈A:f(x)=y

u−(x)dhk(y)

∫
f(A)

∑
x∈A:f(x)=y

u(x)dhk(y).

�
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