
1. Niech H = −∂2x + x2 b¦dzie operatorem Hermita. Pokaza¢ »e

‖∂2kx f‖Lp ≤ ‖Hkf‖Lp

Wskazówka: Wywnioskowa¢ to z odpowiedniej nierówno±ci na grupie Heisen-

berga.

2. Niech X, Y , Z b¦d¡ przestrzeniami z miar¡, 1 ≤ p ≤ ∞ i niech φ : X 7→
Lq(Z), ψ : Y 7→ Lp(Z) gdzie 1/p+1/q = 1 b¦d¡ odwzorowaniami mierzalnymi.

Niech

(Tf)(x) =

∫
y∈Y

K(x, y)f(y)dy

(Sf)(x) =

∫
y∈Y

K(x, y)〈φ(x), ψ(y)〉f(y)dy

gdzie K jest mierzalne i ograniczone. Pokaza¢ »e

‖S‖Lp(Y )→Lp(X) ≤ sup
x∈X
‖φ(x)‖Lq(Z) sup

y∈Y
‖ψ(y)‖Lp(Z)‖T‖Lp(Y )→Lp(X)

Zauwa»y¢ »e wynik ten pozostaje w mocy gdy φ i ψ przyjmuj¡ warto±ci w L2,

tzn

‖S‖Lp(Y )→Lp(X) ≤ sup
x∈X
‖φ(x)‖L2(X) sup

y∈Y
‖ψ(y)‖L2(Z)‖T‖Lp(Y )→Lp(X).

Wskazówka1: Najpierw pokaza¢ »e T ⊗ I z Lp(Y × Z) do Lp(X × Z) ma t¡

sam¡ norm¦ co T .
Wskazówka2: L2 mo»na izometrycznie zanurzy¢ w Lp dla 1 ≤ p ≤ ∞.

3. Niech G b¦dzie grup¡ unimodularn¡, φ = g ∗ g∗ z g ∈ L2(G), za± K ∈
Lr(G), 1 ≤ 1 ≤ ∞. Niech

Tf = K ∗ f

Sf = (φK) ∗ f

Pokaza¢ »e

‖S‖Lp(G)→Lp(G) ≤ ‖g‖2L2(G)‖T‖Lp(G)→Lp(G)

Wskazówka: U»y¢ poprzednie zadanie.

4. Grup¦ G nazywany grup¡ ze ±redni¡ je±li istnieje ci¡g funkcji gn taki »e

gn na no±nik zwarty, ‖gn‖L2 = 1, lim gn ∗ (gn)∗ = 1 jednostajnie na podzbiorach

zwartych G. Pokaza¢ »e je±li G jest grup¡ ze ±redni¡ za± T jest operatorem

ograniczonym na Lp(G) komutuj¡cym z prawymi przesuni¦ciami to istnieje ci¡g

funkcji Kn ∈ L1(G) taki »e dla

Tnf = Kn ∗ f

zachodzi

‖Tn‖Lp(G)→ Lp(G) ≤ ‖T‖Lp(G)→Lp(G)

Tn → T

w topologii mocnej zbie»no±ci operatorów. Ponadto, je±li T ∈ C∗(G) to Tn
zbiega do T w C∗(G).
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