
1. Niech L b¦dzie dodatnio okre±lonym generatorem póªgrupy miar z g¦sto-
±ciami w L2(G) (G jest grup¡ Liego). Pokaza¢ »e istnieje miara µ na póªprostej,
taka »e dla F ∈ L∞(µ) ∩ L2(µ) operator F (L) (a priori zde�niowany przy po-
mocy twierdzenia spektralnego) jest postaci

F (L)f = KF ∗ f

przy tym ‖KF ‖L2(G) = ‖F‖L2(µ).
2. Niech L b¦dzie dodatnio okre±lonym podlaplasianem, V domknieciem

podprzestrzeni rozpietej przez j¡dro ciepªa w przestrzeni dystrybucji, za± µ
miar¡ z zadania 1. Pokaza¢ »e dla λ ze spektrum L istniej¡ funkcje gªadkie
φλ ∈ V take »e Lφλ = λφλ. Ponadto dla F ∈ L∞(µ) ∩ L2(µ) zachodzi

KF =

∫
F (λ)φλdµ(λ)

oraz

F (λ) =

∫
G

KF (x)φλ(x)dx

3. Przypominam »e dla grupy G z mno»eniem zadanym wzorem

(s1, x1, y1)(s2, x2, y2) = (s1 + s2, exp(s2)x1, x2, exp(s2)y1 + y2)

odlegªo±¢ od zera jest zadana wzorem r = arc cosh((exp(s) + exp(−s)(1 + x2 +
y2))/2), za± j¡dro ciepªa wzorami:

φ0 = exp(−s) r

sinh(r)
,

pt = cT−3/2φ0 exp(−r2/(4t).

Sprawdzi¢ »e lim t‖SXpt‖L1 =∞ dla t→∞.
4. Niech G b¦dzie grup¡ ze zwart¡ podgrup¡ K. Pokaza¢ »e funkcje caª-

kowalne dwustronnie K niezmiennicze tworz¡ algebr¦ ze wzgl¦du na splot. Za-
kªadamy »e dla dowolnego x zachodzi x−1 ∈ KxK. Pokaza¢ »e wtedy splot
funkcji dwustronnie K niezmienniczych jest przemienny. Ponadto funkcjonaªy
multyplikatywne na algebrze ci¡gªych funkcji dwustronnie K niezmienniczych o
no±niku zwartym s¡ wyznaczone przez caªkowanie z ci¡gª¡ funkcj¡ dwustronnie
K niezmiennicz¡ (funkcje wyznaczaj¡ce funkcjonaªy multyplikatywne nazywami
funkcjami sferycznymi). Je±li L jest dwustronnieK niezmienniczym laplasianem
to funkcje sferyczne s¡ funkcjami wªasnymi L i s¡ gªadkie.

5. Niech G b¦dzie grup¡ macierzy zespolonych 2 na 2 o wyznaczniku 1,
za± K ⊂ G (pod)grup¡ macierzy unitarnych. Pokaza¢ »e para (G,K) speªnia
warunek x−1 ∈ KxK z poprzedniego zadania. Niech A ⊂ G b¦dzie podgrup¡
macierzy diagonalnych z rzeczywitymi, dodatatnimi elementami na diagonali.
Pokaza¢ »e funkcja dwustronnieK niezmiennicza jest wyznaczona jednoznacznie
przez obci¦cie do A. Wyznaczy¢ dziaªanie laplasianu na funkcjach dwustronnie
K niezmienniczych w terminach ich obci¦cia do A.
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