1. Niech L bedzie dodatnio okreslonym generatorem poélgrupy miar z gesto-
$ciami w L?(G) (G jest grupa Liego). Pokaza¢ 7e istnieje miara u na polprostej,
taka ze dla F' € L>(u) N L?(u) operator F(L) (a priori zdefiniowany przy po-
mocy twierdzenia spektralnego) jest postaci

F(L)f=Krxf

przy tym [[Kr|z2c) = [Fllz2(w)-

2. Niech L bedzie dodatnio okreslonym podlaplasianem, V' domknieciem
podprzestrzeni rozpietej przez jadro ciepla w przestrzeni dystrybucji, zas u
miarg z zadania 1. Pokazaé¢ ze dla A ze spektrum L istnieja funkcje gladkie
¢x €V take ze Loy = A¢py. Ponadto dla F € L>(u) N L?(u) zachodzi

Kp = / FO\)éadu(N)
F(\) = /G Kr(2)pr(x)da

3. Przypominam ze dla grupy G z mnozeniem zadanym wzorem

(s1,21,y1)(52, %2, Y2) = (51 + S2,exp(s2)x1, T2, exp(s2)y1 + y2)

odleglogé od zera jest zadana wzorem r = arc cosh((exp(s) + exp(—s)(1 + 2% +
y%))/2), za$ jadro ciepla wzorami:

-
sinh(r)’

¢ = exp(—s)

P = T2y exp(—12/(41).

Sprawdzi¢ ze lim t||SXp| 1 = oo dla t — oo.

4. Niech G bedzie grupa ze zwarta podgrupa K. Pokazaé¢ ze funkcje cal-
kowalne dwustronnie K niezmiennicze tworza algebre ze wzgledu na splot. Za-
ktadamy ze dla dowolnego x zachodzi z=! € KxK. Pokaza¢ ze wtedy splot
funkcji dwustronnie K niezmienniczych jest przemienny. Ponadto funkcjonaly
multyplikatywne na algebrze ciggtych funkcji dwustronnie K niezmienniczych o
no$niku zwartym sg wyznaczone przez catkowanie z ciaggta funkcja dwustronnie
K niezmienniczg (funkcje wyznaczajace funkcjonaty multyplikatywne nazywami
funkcjami sferycznymi). Jesli L jest dwustronnie K niezmienniczym laplasianem
to funkcje sferyczne sg funkcjami wlasnymi L i sa gladkie.

5. Niech G bedzie grupg macierzy zespolonych 2 na 2 o wyznaczniku 1,
za§ K C G (pod)grupa macierzy unitarnych. Pokaza¢ ze para (G, K) spekia
warunek z~! € KK z poprzedniego zadania. Niech A C G bedzie podgrupa
macierzy diagonalnych z rzeczywitymi, dodatatnimi elementami na diagonali.
Pokazac ze funkcja dwustronnie K niezmiennicza jest wyznaczona jednoznacznie
przez obciecie do A. Wyznaczy¢ dziatanie laplasianu na funkcjach dwustronnie
K niezmienniczych w terminach ich obciecia do A.



