
Funkcj¦ modularn¡ m de�nujemy wzorem:∫
G

f(xg)dx = m(g)

∫
G

f(x)dx

gdzie caªkowanie jest wzgl¦dem lewostronnie niezmienniczej miary Haara.

1. Pokaza¢ »e m(x)dx jest prawostronnie niezmiennicz¡ miar¡ Haara.

2. Na miarach zespolonych de�nujemy inwolucj¦ ∗ wzorem µ∗(A) = µ(A−1),
gdzie A−1 = {x−1 : x ∈ A}. Podobnie, na dystrybucjach de�niujemy in-

wolucj¦ wzorem 〈µ∗, φ〉 = 〈µ, φ̌〉 gdzie φ̌(x) = φ(x−1). Pokaza¢ »e dystrybu-

cyjna de�nicja rozszerza t¦ dla miar, na funkcjach obie prowadz¡ do wzoru

f∗(x) = m(x)f(x−1). Ponadto (µ1 ∗ µ2)∗ = µ∗2 ∗ µ∗1.
3 Pokaza¢ »e

‖f ∗ g‖Lr(G) ≤ ‖f‖Lp(G)‖msg‖Lq(G)

gdzie 1/r = 1/p+ 1/q − 1, s = 1− 1/p.
4 Pokaza¢ »e je±li f jest klasy C∞ z lewej strony, tzn. kolejne nakªadanie

dowolnych prawostronnie niezmienniczych pól wektorowych na f daje funkcje

ci¡gªe, to f jest C∞ z prawej strony, tzn. kolejne nakªadanie dowolnych le-

wostronnie niezmienniczych pól wektorowych na f daje funkcje ci¡gªe. Oba te

warunki s¡ równowa»ne temu »e f jest C∞ jako funkcja na rozmaito±ci.

Krzyw¡ γ, Lipschitzowsk¡ wzgl¦dem pewnej metryki Riemmana na G, na-
zywamy geodetyk¡ dla metryki sterowania optymalnego je±li istnieje ε > 0 takie

»e d(γ(t), γ(s)) = t− s dla ε > t− s > 0.
5. Pokaza¢ »e je±li γ jest krzyw¡ w trójwymiarowej grupie Heisenberga, któ-

rej rzut na pªaszczyzn¦ x, y jest krzyw¡ zamkni¦t¡ to przyrost wspóªrz¦dnej z
jest proporcjonalny do pola ograniconego przez rzut γ na pªaszczyzn¦ x, y. Wy-

wnioskowa¢ st¡d »e geodetyki na grupie Heisenberga maj¡ rzut na pªaszczyzn¦

x, y który albo jest prost¡, albo ªukiem okr¦gu.

1


