1. Grupe “ax+b” utozsamiamy z R? z dzialaniem:

(w1, y1) (22, y2) = (w1 + T2, €Y1 + y2)

Niech X = 0,, Y = e%0y;. Rozwazamy metryke sterowania optymalnego d
zwiazana z polami X i Y. Pokazac ze jesli v : [0,¢] — G jest taka ze najpierw
poruszamy sie w kierunku pola X + Y za$§ pdiniej w kierunku pola —X + Y
to przyrost y wzdléz ~ jest wiekszy niz przyrost y wzdléz dowolnej krzywej
dopuszczalnej o dtugosci ¢ i tej samej co v wartosci = na koncu (oczywiscie 7
ma dlugos¢ wieksza niz t).

Niech h(z,y) = max(|z|, —x +2log(|y|)). Bez obliczania d (jest jawny wzor)
pokazaé ze

h(z,y/2) < d((2,9),0) < h(z,y) + 1

Wskazowka: v daje oszacowanie z dotu. Prosta modyfikacja v daje oszaco-
wanie z gory.

2. Pokazaé¢ ze jeSli w > 0 jest podaddytywna, 0 < a < 1 to w® tez jest
podaddytywna. Podobnie, jesli b > 0, to (1 + w)® jest podmultyplikatywna.

3. Dla 1 < p < oo definujemy | f||rr(w) = |[w'/Pf|lLr za$ LP(w) to zbior
funkcji dla ktérych ta norma jest skonczona. Pokazaé ze jesli LP jest wzgledem
lewostronnej miary Haara i w jest podmultyplikatywna to

A

If * gllzewey < IFllzr @) 19l Lr wr)

4 Zakladamy ze ¢, > 0, fgbn = 11 ze dla kazdego otoczenia jedynki U
zachodzi lim,, o fG_U ¢n = 0. Ponadto niech f € LP(G), 1 < p < co. Pokazaé¢
ze wtedy ¢, x f — f w LP(G). Jesli zalozymy ze dla kazdego otoczenia jedynki
U dla duzych n zachodzi ¢, () =0 dla = ¢ U to dodatkowo f * ¢, — f.

5 Zakladamy ze h jest funkcja podaddytywna, K C {z : |h(z)| < 1}, K =
K~', Pokazaé ze jesli ¢ > 0, [¢ =1, ¢(xz) =0dlaz ¢ K, to |[¢p+xh—h| < 1.
Jesli zamiast tego zalozymy ze [|¢] =1, [¢ = 0, ¢(z) = 0 dla z ¢ K, to
|¢*h| < 1.

6 Niech X bedzie prawostronnie niezmienniczym polem wektorowym na G,
za§ 1 < p < co. Zakladamy ze f jest dystrybucja na G taka ze f € LP(G)
i Xf e LP(G), gdzie na razie X f jest zdefinowane jako pochodna dystrybu-
cyjna. Pokazaé¢ ze istnieje ciag f, funkcji gltadkich o nosnikach zwartych, taki
ze frn— f1Xf, — XfwLP(G). Innymi stowy, jesli za dziedzine X na LP(G)
przyjmiemy zbior f jak wyzej, to X jest domknieciem swojego ograniczenia do
funkcji gladkich o nosnikach zwartych.

Wskazowka: Najpierw przy pomocy zadania 2 zbudowaé ciag g, funkcji
gladkich, ale bez zwartego nosnika. Nastepnie pokazaé ze g, mozna przyblizaé
funkcjami gtadkimi postaci w,,g, gdzie w,, = ¢ * xm, zas X, jest ciggiem
funkeji wspoélnie ograniczonych o nosnikach zwartych zbieznym jednostajnie na
zbiorach zwartych do 1.



