
1. Grup¦ �ax+b� uto»samiamy z R2 z dziaªaniem:

(x1, y1)(x2, y2) = (x1 + x2, e
x2y1 + y2)

Niech X = ∂x, Y = ex∂y. Rozwa»amy metryk¦ sterowania optymalnego d
zwi¡zan¡ z polami X i Y . Pokaza¢ »e jesli γ : [0, t] 7→ G jest taka »e najpierw
poruszamy si¦ w kierunku pola X + Y za± pó¹niej w kierunku pola −X + Y
to przyrost y wzdªó» γ jest wi¦kszy ni» przyrost y wzdªó» dowolnej krzywej
dopuszczalnej o dªugo±ci t i tej samej co γ warto±ci x na ko«cu (oczywi±cie γ
ma dªugo±¢ wi¦ksz¡ ni» t).

Niech h(x, y) = max(|x|,−x+2 log(|y|)). Bez obliczania d (jest jawny wzór)
pokaza¢ »e

h(x, y/2) ≤ d((x, y), 0) ≤ h(x, y) + 1

.
Wskazówka: γ daje oszacowanie z doªu. Prosta mody�kacja γ daje oszaco-

wanie z góry.
2. Pokaza¢ »e je±li ω ≥ 0 jest podaddytywna, 0 < a ≤ 1 to ωa te» jest

podaddytywna. Podobnie, je±li b > 0, to (1 + ω)b jest podmultyplikatywna.
3. Dla 1 ≤ p < ∞ de�nujemy ‖f‖Lp(ω) = ‖ω1/pf‖Lp za± Lp(ω) to zbiór

funkcji dla których ta norma jest sko«czona. Pokaza¢ »e je±li Lp jest wzgl¦dem
lewostronnej miary Haara i ω jest podmultyplikatywna to

‖f ∗ g‖Lp(ωp) ≤ ‖f‖L1(ω)‖g‖Lp(ωp)

4 Zakªadamy »e φn ≥ 0,
∫
φn = 1 i »e dla ka»dego otoczenia jedynki U

zachodzi limn→∞
∫
G−U φn = 0. Ponadto niech f ∈ Lp(G), 1 ≤ p <∞. Pokaza¢

»e wtedy φn ∗ f → f w Lp(G). Je±li zaªo»ymy »e dla ka»dego otoczenia jedynki
U dla du»ych n zachodzi φn(x) = 0 dla x /∈ U to dodatkowo f ∗ φn → f .

5 Zakªadamy »e h jest funkcj¡ podaddytywn¡, K ⊂ {x : |h(x)| ≤ 1}, K =
K−1, Pokaza¢ »e je±li φ ≥ 0,

∫
φ = 1, φ(x) = 0 dla x /∈ K, to |φ ∗ h − h| ≤ 1.

Je±li zamiast tego zaªo»ymy »e
∫
|φ| = 1,

∫
φ = 0, φ(x) = 0 dla x /∈ K, to

|φ ∗ h| ≤ 1.
6 Niech X bedzie prawostronnie niezmienniczym polem wektorowym na G,

za± 1 ≤ p < ∞. Zakªadamy »e f jest dystrybucj¡ na G tak¡ »e f ∈ Lp(G)
i Xf ∈ Lp(G), gdzie na razie Xf jest zde�nowane jako pochodna dystrybu-
cyjna. Pokaza¢ »e istnieje ci¡g fn funkcji gªadkich o no±nikach zwartych, taki
»e fn → f i Xfn → Xf w Lp(G). Innymi sªowy, je±li za dziedzin¦ X na Lp(G)
przyjmiemy zbiór f jak wy»ej, to X jest domkni¦ciem swojego ograniczenia do
funkcji gªadkich o no±nikach zwartych.

Wskazówka: Najpierw przy pomocy zadania 2 zbudowa¢ ci¡g gn funkcji
gªadkich, ale bez zwartego no±nika. Nastepnie pokaza¢ »e gn mo»na przybli»a¢
funkcjami gªadkimi postaci wmgn gdzie wm = φ ∗ χm, za± χm jest ci¡giem
funkcji wspólnie ograniczonych o no±nikach zwartych zbie»nym jednostajnie na
zbiorach zwartych do 1.
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