
1. Zakªadamy »e Y1 i Y2 s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi of warto±ciach
w grupie Liego G i rozkªadach µi (i = 1, 2). Pokaza¢ »e Y1Y2 ma rozkªad µ1∗µ2.
Ponadto rozkªadem Y −11 jest odbicie µ̂1 (przypominam »e µ̂(A) = µ(A−1).
Dodatkowo, 〈µ̂ ∗ f, g〉 = 〈f, µ ∗ g〉 (tzn. odbicie miary odpowiada przej±ciu do
operatora sprz¦»onego dla splotu).

2. Niech V b¦dzie przestrzeni¡ Banacha. Mówimy »e wektor w ∈ V ∗,
‖w‖ = 1, wylicza norm¦ v ∈ V je±li ‖v‖ = 〈v, w〉. Powiemy »e operator A
jest dyssypatywny je±li dla ka»dego v z dziedziny A i dowolnego w ∈ V ∗ wyli-
czaj¡cego norm¦ v mamy <(〈Av,w〉) ≤ 0. Pokaza¢ »e gdy V jest przestrzeni¡
Hilberta to wektor wyliczaj¡cy norm¦ to dodatnia wielokrotno±¢ v a warunek
dyssypatywno±ci to ujemna okre±lono±¢ cz¦sci hermitowskiej A. Je±li V to prze-
strze« funkcji ci¡gªych d¡»¡cych do 0 w niesko«czono±ci to funkcjonaª wyliczajcy
norm¦ f to odpowiednia wielokrotno±¢ miary jednostkowej skupionej w maksi-
mum moduªu f . Je±li moduª f osi¡ga maksimum w wi¦cej ni» jednym punkcie
to jest wiele funkcjonaªów wyliczaj¡cych norm¦.

3. Zakªadamy »e rodzina operatorów T (t) ∈ B(V ), t > 0 jest póªgrup¡
kontrakcji, tzn, T (t1+t2) = T (t1)T (t2) i ‖T (t)‖ ≤ 1. Niech A b¦dzie generatrem
T (t), tzn.

Av = lim
t→+0

t−1(T (t)− I)v

przy tym dziedzina A to zbiór tych wektorów dla których granica istnieje. Po-
kaza¢ »e A jest dyssypatywny.

4. Niech Yi,j b¦d¡ zmiennymi losowymi, takimi »e przy ustalonym j zmiene
Yi,j s¡ niezale»ne i maj¡ jednakowy rozkªad p2−j (gdzie pt jest j¡drem ciepªa dla
operatora L = −

∑
X2
j ). Niech Zi,j b¦d¡ zmiennymi losowymi speªniaj¡cymi

Z0,j = e, Zi+1,j = Yi,jZi,j . Niech

q(k, j, λ) = P (max
i<2k
{d(Zi+1,j , e)} > λ)

Zauwa»y¢ »e

q(k + 1, j, λ) ≤ q(k, j, λ) + P (d(Z2k,j , e) > α) + q(k, j, λ− α)

Bazuj¡c na tym pokaza¢ »e

lim
λ→∞

sup
j
q(j, j, λ) = 0

5. Niech Ln b¦dzie ci¡giem operatorów dodatnio okre±lonych (samosprz¦»o-
nych) na przestrzeni Hilberta H, niech L b¦dzie operatorem dodatnio okre±lo-
nym (samosprz¦»onym) na H i niech V b¦dzie podprzestrzeni¡ g¦st¡ H tak¡ »e
V jest zawart¡ w dziedzinie L i w dziedzinie Ln dla dowolnego n. Zakªadamy
»e L jest istotnie samosprz¦»ony na V , tzn. domkni¦cie L obci¦tego do V to z
powrotem L. Pokaza¢ »e je±li Lnv → Lv na V to (I +Ln)

−1v → (I +L)−1v na
H. Ponadto exp(−tLn)v → exp(−tLn)v na H.

Wskazówka: Niech R = (I+L)−1 i Rn = (I+Ln)
−1v. Wiedz¡c »e Rnv → Rv

dla v ∈ H pokaza¢ »e P (Rn)v → P (R)v dla v ∈ H i dowolnego wielomianu P .
St¡d wywnioskowa¢ »e F (Rn)v → F (R)v dla v ∈ H i dowolnej funkcji ci¡gªej
F .

6. Lokalne centralne twierdzenie graniczne. Niech µn b¦dzie ci¡giem syme-
trycznych (tzn. takich »e µn(A

−1) = µn(A) dla dowolnego borelowskiego A)
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miar probabilistycznych na G takim »e n(µn ∗f −f)(e)→ −Lf(e) dla dowolnej
f ∈ C∞c (G) (gdzie L = −

∑
X2
i jest podlaplasianem). Pokaza¢ »e wtedy dla

dowolnego otoczenia jedynki U o domkni¦ciu zwartym mamy nµn(G−U)→ 0.
Ponadto n

∫
U
d(x, e)2dµn(x) jest ograniczone i n(µn ∗ f − f)→ −Lf w L2(G).

Rozwa»aj¡c Lnf = −n(µn∗f−f) pokaza¢ »e exp(−tLn)f → pt∗f dla f ∈ L2(G)
(gdzie pt jest j¡drem ciepªa dla L). Zapisuj¡c exp(−tLn) jako szereg i porów-

nuj¡c wyrazy pokaza¢ »e µ
(n)
n f → p1 ∗ f .

Uwaga: Symetria µn jest potrzebna by u»y¢ zadanie 5. Ale wynik zadania 5
mo»na uzyska¢ troch¦ inn¡ metod¡ bez zaªo»enia samosprz¦»ono±ci co pozwala
usun¡¢ zaªo»enie symetrii z zadania 6.
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