1. Zakladamy ze Y7 i Y5 sa niezaleznymi zmiennymi losowymi of wartosciach
w grupie Liego G i rozkladach p; (i = 1,2). Pokazac¢ ze Y1Ys ma rozktad g * .
Ponadto rozkladem Y;™' jest odbicie fi; (przypominam ze j(A) = u(A~1).
Dodatkowo, (i * f,g) = (f,u * g) (tzn. odbicie miary odpowiada przejsciu do
operatora sprzezonego dla splotu).

2. Niech V bedzie przestrzenia Banacha. Moéwimy ze wektor w € V™,
lwl| = 1, wylicza norme v € V jesli ||v|]| = (v,w). Powiemy ze operator A
jest dyssypatywny jesli dla kazdego v z dziedziny A i dowolnego w € V* wyli-
czajacego norme v mamy R({Av,w)) < 0. Pokaza¢ ze gdy V jest przestrzenia
Hilberta to wektor wyliczajacy norme to dodatnia wielokrotno§¢ v a warunek
dyssypatywnosci to ujemna okreslonosé czesci hermitowskiej A. Jesli V' to prze-
strzen funkcji ciaglych dazacych do 0 w nieskoiiczonoéci to funkcjonat wyliczajcy
norme f to odpowiednia wielokrotnos¢ miary jednostkowej skupionej w maksi-
mum modutu f. Je§li modul f osigga maksimum w wiecej niz jednym punkcie
to jest wiele funkcjonaléw wyliczajacych norme.

3. Zakladamy ze rodzina operatoréw T'(t) € B(V), t > 0 jest polgrupa
kontrakcji, tzn, T(t;+t2) = T(t1)T(t2) i || T(t)]] < 1. Niech A bedzie generatrem
T(t), tzn.

Av = lim t(T(t) — Iv
t——+0

przy tym dziedzina A to zbior tych wektoréw dla ktérych granica istnieje. Po-
kazaé ze A jest dyssypatywny.

4. Niech Y; ; beda zmiennymi losowymi, takimi ze przy ustalonym j zmiene
Y; ; sa niezalezne i maja jednakowy rozktad p,-; (gdzie p; jest jadrem ciepta dla
operatora L = — ZXJQ) Niech Z; ; beda zmiennymi losowymi spetniajacymi
Z07_j =e€, Zi-‘rl,j = }/i,jZi,j' Niech

q(k, 4, 2) = P(max{d(Zit15,€)} > A)
Zauwazy¢ ze
q(k+1,5,A) < q(k, 5, A) + P(d(Zas 5, €) > ) + q(k, 5, A — @)
Bazujac na tym pokazaé ze
Jim Sup q(4,5,A) =0

5. Niech L,, bedzie ciagiem operatoréw dodatnio okreslonych (samosprzezo-
nych) na przestrzeni Hilberta H, niech L bedzie operatorem dodatnio okreslo-
nym (samosprzezonym) na H i niech V bedzie podprzestrzenia gesta H taka ze
V' jest zawarta w dziedzinie L i w dziedzinie L,, dla dowolnego n. Zakladamy
ze L jest istotnie samosprzezony na V', tzn. domkniecie L obcietego do V to z
powrotem L. Pokaza¢ ze jesli L,v — Lvna V to (I + L,) v — (I + L) 'v na
H. Ponadto exp(—tL,)v — exp(—tL,)v na H.

Wskazowka: Niech R = (I+L)"'i R, = (I+L,) 'v. Wiedzac ze R,v — Rv
dla v € H pokazac¢ ze P(R,)v — P(R)v dla v € H i dowolnego wielomianu P.
Stad wywnioskowac ze F(R,)v — F(R)v dla v € H i dowolnej funkcji ciaglej
F.

6. Lokalne centralne twierdzenie graniczne. Niech pu, bedzie ciaggiem syme-
trycznych (tzn. takich ze p,(A™') = u,(A4) dla dowolnego borelowskiego A)



miar probabilistycznych na G takim ze n(u, * f — f)(e) = —Lf(e) dla dowolnej
f € C=(G) (gdzie L = — > X? jest podlaplasianem). Pokaza¢ ze wtedy dla
dowolnego otoczenia jedynki U o domknieciu zwartym mamy npu, (G —U) — 0.
Ponadto n [; d(x,e)*dp, () jest ograniczone i n(p, * f — f) = —Lf w L*(G).
Rozwazajac L, f = —n(un*f—f) pokazaé ze exp(—tLy,)f — py*f dla f € L?(G)
(gdzie p; jest jadrem ciepta dla L). Zapisujac exp(—tL,) jako szereg i porow-
nujac wyrazy pokazacé ze ,uﬁ,")f —p1 x f.

Uwaga: Symetria u,, jest potrzebna by uzy¢ zadanie 5. Ale wynik zadania 5
mozna uzyskaé troche inna metoda bez zalozenia samosprzezonosci co pozwala
usuna¢ zalozenie symetrii z zadania 6.



