
Niech B b¦dzie przestrzeni¡ Banacha. Powiemy »e rodzina operatorów T (t),
t ≥ 0 jest mocno ci¡gª¡ póªgrup¡ operatorów na B je±li T (t1 + t2) = T (t1)T (t2)
dla t1, t2 ≥ 0, T (0) = I i limt→+0 T (t)v = v dla dowonego v ∈ B gdzie zbie»no±¢
jest normowa w B. Powiemy »e T (t), t ≥ 0 jest sªabo ci¡gª¡ póªgrup¡ opera-
torów je±li speªnia takie same warunki, ale w granicy mamy zbie»no±¢ sªab¡.
Powiemy »e T (t) jest póªgrup¡ kontrakcji je±li ‖T (t)‖ ≤ 1 dla dowolnego t ≥ 0.

Generator A póªgrupy T (t) de�nujemy jako

Av = lim
t→+0

t−1(T (t)− I)v

przy tym dziedzina A to zbiór tych wektorów dla których granica istnieje.
1. Pokaza¢ »e je±li T (t) sªabo ci¡gª¡ póªgrup¡ operatorów na B to istnieje

staªa C taka »e ‖T (t)‖ ≤ C exp(Ct).
2. Pokaza¢ »e je±li T (t) mocno ci¡gª¡ póªgrup¡ operatorów na B to∫ s

0

T (t)vdt

le»y w dziedzinie generatora A. Ponadto

lim
s→+0

s−1
∫ s

0

T (t)vdt = v

dla dowonego v ∈ B, czyli A ma g¦st¡ dziedzin¦.
3. Pokaza¢ »e je±li T (t) mocno ci¡gª¡ póªgrup¡ operatorów na B za± v le»y

w dziedzinie generatora to t 7→ T (t)v jest ró»niczkowalna. Je±li dodatkowo T (t)
jest póªgrup¡ kontrakcji to

‖T (t)v − T (s)v‖ ≤ |t− s|‖Av‖

4 Pokaza¢ »e je±li T (t) mocno ci¡gª¡ póªgrup¡ kontrakcji na B to

(λI −A)−1 =

∫ ∞
0

T (t) exp(−λt)dt

dla λ > 0. W szczególno±ci λI −A jest odwracalny.
5 Niech B = L2([0, 1]). T (t)f(x) = f(t + x) dla t + x ≤ 1, i jest zerem

poza tym. S(t)f(x) = f(t + x) gdzie dodawanie jest modulo 1. Wyznaczy¢
generatory T (t) i S(t).

6 Zakªadamy »e S(t) i T (t) s¡ komutuj¡cymi (tzn. T (t1)S(t2) = S(t2)T (t1))
póªgrupami kontrakcji z generatorami A i B odpowiednio. Niech v b¦dzie wek-
torem z przekroju dziedzin A i B. Pokaza¢ »e

‖T (t)v − S(t)v‖ ≤ t‖Av −Bv‖

Wskazówka: U»y¢ wzór T (t)v − S(t)v =
∫ t
0
T (t− s)(A−B)S(s)ds

7. Zakªadamy »e operator A jest dyssypatywny i dla pewnego λ > 0 operator
λI −A jest odwracaly. Pokaza¢ »e wtedy dla dowolnego λ > 0 operator λI −A
jest odwracaly za± (I−λA)−1 jest kontrakcj¡. Ponadto operator Aλ = λ−1((I−
λA)−1 − I) = A(I − λA)−1 jest dyssypatywny, ograniczony i limλ→+0Aλv =
Av dla v z dziedziny A. Wywnioskowa¢ st¡d »e A jest generatorem póªgrupy
kontrakcji T (t), przy tym T (t) = limTλ(t) gdzie Tλ = exp(Aλ).
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