Niech B bedzie przestrzenia Banacha. Powiemy ze rodzina operatorow T'(t),
t > 0 jest mocno ciagla polgrupa operatoréow na B jesli T'(t1 +ta) = T(t1)7T (t2)
dlaty, ta >0, T(0) = Iilims 40T (t)v = v dla dowonego v € B gdzie zbieznosé
jest normowa w B. Powiemy ze T'(t), t > 0 jest stabo ciagla potgrupa opera-
toréow jesli spelnia takie same warunki, ale w granicy mamy zbiezno$¢ staba.
Powiemy ze T'(t) jest polgrupa kontrakeji jesli ||T°(¢)]| < 1 dla dowolnego ¢ > 0.

Generator A polgrupy T'(t) definujemy jako

s
Av = tl_l}I_Ii_loi (T(t)—Iv

przy tym dziedzina A to zbior tych wektoréw dla ktorych granica istnieje.

1. Pokazac ze jesli T'(t) stabo ciagta polgrupa operatoréw na B to istnieje
stala C taka ze | T(t)|| < Cexp(Ct).

2. Pokazaé ze jesli T'(t) mocno ciagla polgrupa operatoréow na B to

/O ()t

lezy w dziedzinie generatora A. Ponadto

S
lim s_l/ T(t)vdt =v
s——40 0

dla dowonego v € B, czyli A ma gesta dziedzine.

3. Pokazaé ze jesli T'(t) mocno ciagla polgrupa operatoréw na B za$ v lezy
w dziedzinie generatora to t — T'(¢)v jest rézniczkowalna. Jesli dodatkowo T'(t)
jest poétgrupa kontrakceji to

IT(t)v = T(s)vl| < [t — s[[| Av]

4 Pokazacé ze jesli T(t) mocno ciagta polgrupa kontrakeji na B to

(A= A)~! = / T(t) exp(—At)dt
0
dla A > 0. W szczegbdlnosci AI — A jest odwracalny.

5 Niech B = L%([0,1]). T(t)f(z) = f(t+z) dlat+a < 1, i jest zerem
poza tym. S(t)f(z) = f(t + ) gdzie dodawanie jest modulo 1. Wyznaczy¢
generatory T'(t) i S(t).

6 Zaktadamy ze S(t) i T'(t) sa komutujacymi (tzn. T(¢1)S(t2) = S(t2)T(t1))
potgrupami kontrakcji z generatorami A i B odpowiednio. Niech v bedzie wek-
torem z przekroju dziedzin A i B. Pokazac ze

[T (t)v = S(t)oll < t]|Av - Bu]|

Wskazowka: Uzy¢ wzor T(t)v — S(t)v = fot T(t—s)(A— B)S(s)ds

7. Zakladamy Ze operator A jest dyssypatywny i dla pewnego A > 0 operator
Al — A jest odwracaly. Pokazaé ze wtedy dla dowolnego \ > 0 operator AT — A
jest odwracaly za§ (I —\A)~! jest kontrakcja. Ponadto operator Ay = A~ ((I —
AA)™t — 1) = A(I — MA)7! jest dyssypatywny, ograniczony i limy 4o Ayv =
Av dla v z dziedziny A. Wywnioskowac¢ stad ze A jest generatorem poélgrupy
kontrakcji T'(t), przy tym T'(t) = lim T\ (t) gdzie T\ = exp(Ay)-



