
1. Niech φ b¦dzie nieujemn¡ funkcj¡ tak¡ »e
∫
d(x,e)<1

d(x, e)φ(x)dx < ∞
i
∫
d(x,e)≥1

φ(x)dx < ∞ dla pewnej metryki Riemmana d. Pokaza¢ »e wtedy

operator A zadany wzorem:

Af(x) =

∫
(f(y−1x)− f(x))φ(y)dy

jest generatorem póªgrupy kontrakcji na C0(G) (przestrze« funkcji ci¡gªych,
d¡»¡cych do 0 w niesko«czono±ci), dokªadniej, póªgrupy operatorów splotu z
miarami probabilistycznymi. Je±li

∫
φ(x)dx =∞ to te miary maj¡ g¦sto±ci.

Wskazówka: Przybli»a¢ A operatorami podobnej postaci, ale takimi »e caª-
kowanie jest po dopeªnieniu otoczenia e.

2. Niech φα : R 7→ R dla α ∈ (0, 1) b¦dzie zadane wzorem: φα = x−α−1

dla x > 0 i 0 poza tym. Sprawdzi¢ »e φα speªnia warynki z zadania 1. Niech
hα(t, x) b¦dzie g¦sto±ci¡ miary odpowiadaj¡c¡ exp(tA) gdzie A jest operatorem
z zadania 1 odpowiadaj¡cym φα. Pokaza¢ »e hα(t, x) = 0 dla x ≤ 0.

Niech L b¦dzie podlaplasianem na G. Niech T (t) =
∫
hα(t, s) exp(−sL)ds.

Pokaza¢ »e T (t) jest póªgrup¡ operatorów splotu z miarami probabilistycznymi
i »e generator B póªgrupy T (t) jest zadany wzorem

Bv =

∫ ∞
0

s−α−1(exp(−sL)− I)vds.

Ponadto B = −Γ(1−α)
α Lα.
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