1. Niech X bedzie przestrzenia lokalnie zwarta zas$ T'(t) bedzie mocno ciagla
potgrupa kontrakeji na Co(X). Definiujemy funkcjonaly ¢, wzorem:

6(f) = lim T ) * £ — f)()

gdzie dziedzing jest zbior tych funkcji dla ktérych granica istnieje. Niech V
bedzie przestrzenia tych f ze f € D(¢,) dla dowolnego = i (Bf)(z) = ¢, (f)
nalezy do Cy(X). Pokaza¢ ze tak zdefiniowany B z dziedzing V jest réwny
generatorowi A potgrupy T'(t).

Wskazowka: Jesli A C B, A jest generatorem, B jest dyssypatywny, to
A=B.

2. Niech T'(t) bedzie mocno ciagla potgrupa splotowa miar na grupie lokalnie
zwartej G, tzn. T(t)f = us * f. Pokaza¢ ze wtedy

or(f) = thot*I(ut * f—f)(e)

jest gesto zdefiniowanym funkcjonalem na Cy(G), przy tym wszystkie funkcje
znikajace w pewnym otoczenio e naleza do dziedziny ¢, a po obcieciu do ta-
kich funkcji ¢r jest rowne mierze dodatniej v, lokalnie skonczonej na G — {e}.
Nastepnie, generator A polgrupy T'(t) jest zadany wzorem Af(z) = ér(f(-x)),
z dziedzing bedaca zbiorem tych funkcji dla ktérych prawa strona ma sens i
nalezy do Cy(G). Ponadto, jesli G jest grupa Liego to funkcje z Cy(G) majace
dwie lewe pochodne w Cy(G) naleza do dziedziny A. Wywnioskowaé stad ze
A=L+ A, gdzie

AS@) = [ (1710) = @) = 3 xwm Vi @)ivla),

U jest otoczeniem e, y; sa wspolrzednymi na U, Y; sg polami wektorowymi
odpowiadajacymi y; (tzn. Y;f(e) = 0,,f(e)), za§ L = 22:1 X2 + Xo jest
podlaplasianem z dryfem i ze kazdy A takiej postaci jest generatorem poétgrupy
miar.

Wskazowka: Zauwazy¢ ze polgrupa zachowuje przestrzen funkcji majacych
dwie prawe pochodne w Cy(G) 1 wyciagnac stad wnioski o ¢r.

3. Niech X bedzie polem wektorowym na grupie Liego G, za§ p bedzie
ciggla (jako funkcja z G x E do E) reprezentaja G na przestrzeni wektorowo-
topologicznej E. Operator p(X) definiujemy wzorem

c—1
p(X)v = lim =% (p(exp(t X)) — Iv
przy tym dziedzing jest zbior tych wektoréow ze granica istnieje. Pokazaé dla
v € D(p(X)) odwzorowanie ¢t — p(exp(tX)v jest Ct. Jesli X;, i = 1,...,n
stanowia baze algebry Liego G, v € D(p(X;)), i = 1,...,n to odwzorowanie
2+ p(z)v jest C* na G. Wywnoskowaé stad ze v jest w dziedzinie dowolnego
produktu X; wtedy i tylko wtedy gdy odwzorowanie x — p(z)v jest C*>° na G
(takie v nazywamy wektorami gltadkimi).

Uwaga: Naduzywajac jezka nazywamy tak zdefiniowane odwzorwanie al-
gebry Liego reprezentacja, jednakze faktycznie jest to antyreprezentacja, tzn.
o([X,Y]) = [p(Y), p(X)]. Aby dosta¢ reprezentacje nalezaloby zmieni¢ znak
przy X w definicji p(X) (lub zmieni¢ znak w definicji przyporzadkowujacej ele-
mentom algebry Liego pola wektorowe).



4. Rozpatrujemy teraz ciagle reprezentacje na przestrzeni Banacha. Niech

o(f)o = /G f(@)p(a)da

Pokazac ze dla f € C°(G) powyzsza definicja ma sens dla dowolnego v i p(f)v
jest wektorem gltadkim. Zauwazy¢ ze jesli ¢ jest dystrybucja o no$niku zwartym
to obraz ¢ przez p ma naturalng definicje na wektorach gtadkich.

5. Niech G bedzie sp6jna grupa Liego. Pokazaé ze jesli ¢, jest gladka
splotowa, jedynka aproksymatywna, tzn ¢, € C°(G), dla dowolnego otoczenia
e € U supp(¢,) C U dla duzych n, [¢, =1, ¢, > 0, [d(z,e)|Ve,| < C
ze stala niezalezng od n, to lim X (¢, * f)(e) = lim ¢, * X f(e) = X f(e) dla
dowolnego f € C'(G). Wywnioskowaé stad ze jesli p;, i = 1,2 sa ciagltymi
reprezentacjami G na przestrzeni Banacha F, takimi zbiory wektoréw gladkich
dla p; sa réwne oraz dla dowolnego X z algebry Liego G i dowolnego wektora
gladkiego p1 (X)v = p2(X)v to p; sa rowne. Innymi stowy, reprezentacja algebry
Liego jednoznacznie wyznacza reprezentacje grupy Liego.

6. Niech G bedzie grupa Heisenberga H; z mnozeniem zadanym wzorem

(1,91, 21) (T2, Y2, 22) = (1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22 + Ta2y1)

za§ X = 0., Y = 0y + 20, Z = 0, beda polami wektorowymi. Sprawdzi¢ ze
wzor p((z,y, 2))f(s) = exp(i(y(s + x) — 2)) f (s + x) zadaje reprezentacje H; na
L?(R). Obliczy¢ obrazy pol X, Y i Z. Wywnioskowaé stad ze dowolny operator
rozniczkowy o wspoélczynnikach wielomianowych na R jest obrazem operatora
prawostronnie niezmienniczego na Hj.

7. Rozwazamy na R™ skoriczona rodzine operatoréw, sktadajaca sie z po-
chodnych wzgledem wspolrzednych i z mnozenia przez pewne wielomiany. Po-
kazaé¢ ze rodzina ta generuje skorficzenie wymiarowa nilpotentna algebre Liego.
Opisaé¢ odpowiadajaca jej grupe Liego G. Znalezé reprezentacje G taka ze ope-
ratory z ktorych wystartowaliS$my sa obrazami przez reprezentacje generatoréw
algebry Liego G.

8. Pokazaé ze jesli G = RX @ &;V; jest grupa jednorodna z dylatacjami
takimi ze 6(t)x = t*x na V;, V; sa przemienne, A; jest dodatnio okreslonym
operatorem eliptycznym na V; rzedu m/«;, X jest polem wektorowym jednoro-
dynym rzedu m, to A = > A; + X spelia warunek Rocklanda (na wektorach
gladkich).

Wskazowka: Jesli v jest wektorem gtadkim, xz € V; to

(Aiv,v) = (Aip(x)v, p(z)v) = lim g / |<R<Am(w)v7 plx)v)da.



