
1. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ lokalnie zwart¡ za± T (t) b¦dzie mocno ci¡gª¡
póªgrup¡ kontrakcji na C0(X). De�niujemy funkcjonaªy φx wzorem:

φx(f) = lim
t→+0

t−1(T (t) ∗ f − f)(x)

gdzie dziedzin¡ jest zbiór tych funkcji dla których granica istnieje. Niech V
b¦dzie przestrzeni¡ tych f »e f ∈ D(φx) dla dowolnego x i (Bf)(x) = φx(f)
nale»y do C0(X). Pokaza¢ »e tak zde�niowany B z dziedzin¡ V jest równy
generatorowi A póªgrupy T (t).

Wskazówka: Je±li A ⊂ B, A jest generatorem, B jest dyssypatywny, to
A = B.

2. Niech T (t) b¦dzie mocno ci¡gª¡ póªgrup¡ splotow¡ miar na grupie lokalnie
zwartej G, tzn. T (t)f = µt ∗ f . Pokaza¢ »e wtedy

φT (f) = lim
t→+0

t−1(µt ∗ f − f)(e)

jest g¦sto zde�niowanym funkcjonaªem na C0(G), przy tym wszystkie funkcje
znikaj¡ce w pewnym otoczenio e nale»¡ do dziedziny φT , a po obci¦ciu do ta-
kich funkcji φT jest równe mierze dodatniej ν, lokalnie sko«czonej na G − {e}.
Nast¦pnie, generator A póªgrupy T (t) jest zadany wzorem Af(x) = φT (f(·x)),
z dziedzin¡ b¦d¡c¡ zbiorem tych funkcji dla których prawa strona ma sens i
nale»y do C0(G). Ponadto, je±li G jest grup¡ Liego to funkcje z C0(G) maj¡ce
dwie lewe pochodne w C0(G) nale»¡ do dziedziny A. Wywnioskowa¢ st¡d »e
A = L+Aν gdzie

Aνf(x) =

∫
G

(f(y−1x)− f(x)−
∑
j

χUyjYjf(x))dν(x),

U jest otoczeniem e, yj s¡ wspóªrz¦dnymi na U , Yj s¡ polami wektorowymi

odpowiadaj¡cymi yj (tzn. Yjf(e) = ∂yjf(e)), za± L =
∑l
i=1X

2
i + X0 jest

podlaplasianem z dryfem i »e ka»dy A takiej postaci jest generatorem póªgrupy
miar.

Wskazówka: Zauwa»y¢ »e póªgrupa zachowuje przestrze« funkcji maj¡cych
dwie prawe pochodne w C0(G) i wyci¡gn¡¢ st¡d wnioski o φT .

3. Niech X b¦dzie polem wektorowym na grupie Liego G, za± ρ b¦dzie
ci¡gª¡ (jako funkcja z G × E do E) reprezentaj¡ G na przestrzeni wektorowo-
topologicznej E. Operator ρ(X) de�niujemy wzorem

ρ(X)v = lim
t→0

t−1(ρ(exp(tX))− I)v

przy tym dziedzin¡ jest zbiór tych wektorów »e granica istnieje. Pokaza¢ dla
v ∈ D(ρ(X)) odwzorowanie t 7→ ρ(exp(tX)v jest C1. Je±li Xi, i = 1, . . . , n
stanowi¡ baz¦ algebry Liego G, v ∈ D(ρ(Xi)), i = 1, . . . , n to odwzorowanie
x 7→ ρ(x)v jest C1 na G. Wywnoskowa¢ st¡d »e v jest w dziedzinie dowolnego
produktu Xi wtedy i tylko wtedy gdy odwzorowanie x 7→ ρ(x)v jest C∞ na G
(takie v nazywamy wektorami gªadkimi).

Uwaga: Nadu»ywaj¡c j¦zka nazywamy tak zde�niowane odwzorwanie al-
gebry Liego reprezentacj¡, jednak»e faktycznie jest to antyreprezentacja, tzn.
ρ([X,Y ]) = [ρ(Y ), ρ(X)]. Aby dosta¢ reprezentacj¦ nale»aªoby zmieni¢ znak
przy X w de�nicji ρ(X) (lub zmieni¢ znak w de�nicji przyporz¡dkowuj¡cej ele-
mentom algebry Liego pola wektorowe).
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4. Rozpatrujemy teraz ci¡gªe reprezentacje na przestrzeni Banacha. Niech

ρ(f)v =

∫
G

f(x)ρ(x)dx

Pokaza¢ »e dla f ∈ C∞c (G) powy»sza de�nicja ma sens dla dowolnego v i ρ(f)v
jest wektorem gªadkim. Zauwa»y¢ »e je±li φ jest dystrybucj¡ o no±niku zwartym
to obraz φ przez ρ ma naturaln¡ de�nicj¦ na wektorach gªadkich.

5. Niech G b¦dzie spójn¡ grup¡ Liego. Pokaza¢ »e je±li φn jest gªadk¡
splotow¡ jedynk¡ aproksymatywn¡, tzn φn ∈ C∞c (G), dla dowolnego otoczenia
e ∈ U supp(φn) ⊂ U dla du»ych n,

∫
φn = 1, φn ≥ 0,

∫
d(x, e)|∇φn| < C

ze staª¡ niezale»n¡ od n, to limX(φn ∗ f)(e) = limφn ∗ Xf(e) = Xf(e) dla
dowolnego f ∈ C1(G). Wywnioskowa¢ st¡d »e je±li ρi, i = 1, 2 s¡ ci¡gªymi
reprezentacjami G na przestrzeni Banacha E, takimi zbiory wektorów gªadkich
dla ρi s¡ równe oraz dla dowolnego X z algebry Liego G i dowolnego wektora
gªadkiego ρ1(X)v = ρ2(X)v to ρi s¡ równe. Innymi sªowy, reprezentacja algebry
Liego jednoznacznie wyznacza reprezentacj¦ grupy Liego.

6. Niech G b¦dzie grup¡ Heisenberga H1 z mno»eniem zadanym wzorem

(x1, y1, z1)(x2, y2, z2) = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2 + x2y1)

za± X = ∂x, Y = ∂y + x∂z, Z = ∂z b¦d¡ polami wektorowymi. Sprawdzi¢ »e
wzór ρ((x, y, z))f(s) = exp(i(y(s+ x)− z))f(s+ x) zadaje reprezentacj¦ H1 na
L2(R). Obliczy¢ obrazy pól X, Y i Z. Wywnioskowa¢ st¡d »e dowolny operator
ró»niczkowy o wspóªczynnikach wielomianowych na R jest obrazem operatora
prawostronnie niezmienniczego na H1.

7. Rozwa»amy na Rn sko«czon¡ rodzin¦ operatorów, skªadaj¡c¡ si¦ z po-
chodnych wzgl¦dem wspóªrz¦dnych i z mno»enia przez pewne wielomiany. Po-
kaza¢ »e rodzina ta generuje sko«czenie wymiarow¡ nilpotentn¡ algebr¦ Liego.
Opisa¢ odpowiadaj¡c¡ jej grup¦ Liego G. Znale¹¢ reprezentacj¦ G tak¡ »e ope-
ratory z których wystartowali±my s¡ obrazami przez reprezentacj¦ generatorów
algebry Liego G.

8. Pokaza¢ »e je±li G = RX ⊕ ⊕iVi jest grup¡ jednorodn¡ z dylatacjami
takimi »e δ(t)x = tαix na Vi, Vi s¡ przemienne, Ai jest dodatnio okre±lonym
operatorem eliptycznym na Vi rz¦du m/αi, X jest polem wektorowym jednoro-
dynym rz¦du m, to A =

∑
Ai +X speªnia warunek Rocklanda (na wektorach

gªadkich).
Wskazówka: Je±li v jest wektorem gªadkim, x ∈ Vi to

〈Aiv, v〉 = 〈Aiρ(x)v, ρ(x)v〉 = lim cR

∫
|x|<R

〈Aiρ(x)v, ρ(x)v〉dx.
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