1. Niech A bedzie pierscieniem z jedynka, zas M bedzie A-modulem (repre-
zentacja A). Dla v € M niech I, = {a € A : av = 0}. Pokazac 7e I, jest lewym
idealem w A. Nastepnie, I, jest idealem maksymalnym wtedy i tylko wtedy
gdy Av C M jest reprezentacja nieprzywiedlng (modulem prostym). Ponadto
pary (M,v) gdzie v € M i Av = M sa w 1-1 odpowiedniosci z lewymi ideatami
L,.

Gdy dodatkowo A jest algebrg Banacha, zas M jest przestrzeniyg Banacha,
to I, jest idealem domknietym.

2. Niech A bedzie algebrg nad C z inwolucja. Mowimy ze funkcjonal ¢ na
A jest dodatni jesli ¢(z*z) > 0 (gdzie * oznacza inwolucje). Niech Ay = {z €
A: ¢p(xz*x) = 0}. Pokazaé Ay jest podprzestrzeniy liniows i ze wzor

(x+ A,y + Ag) = d(y"x)

definiuje iloczyn skalarny na Ey = A/A,. Przy tym mnozenie z lewej strony

przez elementy A prowadzi do x-reprezentacji A. Jesli A jest algebrg Banacha

a inwolucja jest ciagta, to ta %-reprezentacje mozna rozszerzy¢ do uzupelnienia

Hy przestrzeni Ey. Jesli ponadto A ma jedynke aproksymatywng zo (tzn. x4

jest ciagiem uogélnionym takim ze ||z.|| < C i dla dowolnego x € A mamy

limz,z = limxz, = ) to istnieje v € H, o normie 1 taki ze ¢(z) = (zv,v).
Wskazowka: Rekursywnie uzyé¢ wzoér
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do pokazania ze
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lzyllm, < (Clit*2)* lallyla)® "yl

3. Niech A bedzie algebra Banacha z ciagla inwolucja za$ ¢ bedzie funkcjo-
natem dodatnim na A. Pokazaé ze x-reprezentacja odpowadajaca ¢ jest nieprzy-
wiedlna wtedy i tylko wtedy gdy ¢ nie da sie przedstawi¢ w postaci ¢ = ap1+bops
z a,b > 01 ¢; dodatnimi, nie bedacymi wielokrotno§ciami ¢ (innymi stowy, ¢
jest elementem extremalnym stozka funkcjonaléw dodatnich).

4. Niech A bedzie C*-algebra z jedynka, zas I bedzie podprzestrzenia w A
niezmiennicza na * i taka ze inf, ¢y [|1 — x| = 1. Funkcjonal ¢ definiujemy w ten
sposob ze na I jest réwny 0, za$ ¢(1) = 1. Nastepnie rozszerzamy go z zacho-
waniem normy na A, tak by ¢(z*) = ¢(z). Pokazaé ze tak rozszerzony ¢ jest
funkcjonatem dodatnim na A. Jesli I jest idealem dwustronnym, to lezy on w
jadrze reprezentacji odpowiadajacej ¢. Jesli J jest nietrywialnym ideatem lewo-
stronnym to [ = lin{z*z : € J} spelnia warunek wyzej za$ odpowedni funk-
cjonal dodatni znika na J. Ponadto istnieje funkcjonal ekstremalny w stozku
funkcjonatow dodatnich znikajacy na J. Innymi stowy, istnieje *-reprezentacja
nieprzywiedlna p algebry A i wektor v takie ze Jv = 0.

5. Niech p bedzie reprezentacja unitarng R™ na osrodkowej przestrzeni Hi-
blerta W. Pokazaé ze istnieje miara pu na R", przestrzen Hilbera V i izome-
tryczne wlozenie ¢ : W w L?(u,V), takie ze ¢ splata p (splata ozancza ze
tp(x) = n(x)e) i ponizej zdefiniowana reprezentacje 7:

(n(2)f)(y) = exp(i(z, y)) f (y)-

¢t mozna wybraé¢ tak by V = [2, za$ obraz ¢ mial posta¢ {f : f(z) € V,.} z
przestrzenia V, skladajacy sie z wektorow postaci (ag, ag, . . ., aN(z),0,...) gdzie



N jest funkcja p-mierzalng, ktora moze przyjmowaé wartosé co (N(z) = oo
oznacza 7e V, = [?). Klasa réwnowaznoéci i N nie zalezy od wyboru ¢ (tzn.
oy = fl,, 1 {x : Ni(z) # Na(x)} jest miary 0). Ponadto kazdy operator
komutujacy w wszystkimi p(x) ma postaé¢

(Tf)(z) = U(2)f(2)

gdzie U jest p-mierzalna funkcja o wartosciach operatorowoch (mierzalnosé jest
wzgledem topologii mocnej zbieznosci operatorow).
6. Na grupie “ax + b” mnozenie zadajemy wzorem:

(1, 1) (22, y2) = (21 + 22, Y1 + y2)

Niech N bedzie podgrupa elementéw postaci (0,y), za$ p unitarng reprezentacja
nieprzywiedlng grupy “ax + b” na przestrzni Hilberta H, nietrywialng na N.
Rozwazamy rozklad p obcietego do N jak w zadaniu 4. Pokazaé¢ ze jako p
mozna wzigé¢ miare Lebesgua na polprostej, zas krotnos¢ N jest rowna 1. p
jest rownowazna z reprezentacja postaci

p(z,y) f(s) = exp(ikye”™ ) f(x + s)

na L?(R) gdzie k = 1 lub k = —1. Ponadto obraz p; przez p nie jest operatorem
zwartym.

7. Niech A bedzie C*-algebra (ktéra utozsamiamy z podalgebra algebry
operatoréw na przestrzeni Hilberta), a I ideatem lewostronnym w A. Pokazaé
ze dla funkcji ciagtej f znikajacej w 0 i samosprzezongo x € I mamy f(x) € I.
Ponadto jesli I jest ideatem dwustronnym i « € I to z* € I (czyli I jest *-
ideatem).

Wskazowka: |z| = (z*z)'/2, z* = lim(|z| + s) " z|z*.

8. Niech A bedzie algebra operatoréw zwartych na H. Pokaza¢ 7e A nie
ma nietrywialnych domknietych ideatéw dwustronnych, za§ kazdy maksymalny
ideal lewostronny jest postaci I, = {a € A : av = 0} dla pewnego v € H. Wy-
wnioskowaé stad ze jedyng nieprzywiedlng x-reprezentacja A jest reprezentacja
naturalna.

Wskazowka: Zadanie 7 sprowadza problem do operatoréw skoniczenie wy-
miarowych.



