
1. Niech A b¦dzie pier±cieniem z jedynk¡, za± M b¦dzie A-moduªem (repre-
zentacj¡ A). Dla v ∈M niech Iv = {a ∈ A : av = 0}. Pokaza¢ »e Iv jest lewym
ideaªem w A. Nast¦pnie, Iv jest ideaªem maksymalnym wtedy i tylko wtedy
gdy Av ⊂ M jest reprezentacj¡ nieprzywiedln¡ (moduªem prostym). Ponadto
pary (M, v) gdzie v ∈M i Av =M s¡ w 1-1 odpowiednio±ci z lewymi ideaªami
Iv.

Gdy dodatkowo A jest algebr¡ Banacha, za± M jest przestrzeni¡ Banacha,
to Iv jest ideaªem domkni¦tym.

2. Niech A b¦dzie algebr¡ nad C z inwolucj¡. Mówimy »e funkcjonaª φ na
A jest dodatni je±li φ(x∗x) ≥ 0 (gdzie ∗ oznacza inwolucj¦). Niech Aφ = {x ∈
A : φ(x∗x) = 0}. Pokaza¢ Aφ jest podprzestrzeni¡ liniow¡ i »e wzór

〈x+Aφ, y +Aφ〉 = φ(y∗x)

de�niuje iloczyn skalarny na Eφ = A/Aφ. Przy tym mno»enie z lewej strony
przez elementy A prowadzi do ∗-reprezentacji A. Je±li A jest algebr¡ Banacha
a inwolucja jest ci¡gªa, to t¡ ∗-reprezentacj¦ mo»na rozszerzy¢ do uzupeªnienia
Hφ przestrzeni Eφ. Je±li ponadto A ma jedynk¦ aproksymatywn¡ xα (tzn. xα
jest ci¡giem uogólnionym takim »e ‖xα‖ ≤ C i dla dowolnego x ∈ A mamy
limxαx = limxxα = x) to istnieje v ∈ Hφ o normie 1 taki »e φ(x) = 〈xv, v〉.

Wskazówka: Rekursywnie u»y¢ wzór

‖xy‖Hφ ≤ ‖x∗xy‖
1/2
Hφ
‖y‖1/2Hφ

do pokazania »e

‖xy‖Hφ ≤ (C‖(x∗x)2
n−1
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−n
‖y‖1−2

−n

Hφ
.

3. Niech A b¦dzie algebr¡ Banacha z ci¡gª¡ inwolucj¡ za± φ b¦dzie funkcjo-
naªem dodatnim na A. Pokaza¢ »e ∗-reprezentacja odpowadaj¡ca φ jest nieprzy-
wiedlna wtedy i tylko wtedy gdy φ nie da si¦ przedstawi¢ w postaci φ = aφ1+bφ2
z a, b > 0 i φi dodatnimi, nie b¦d¡cymi wielokrotno±ciami φ (innymi sªowy, φ
jest elementem extremalnym sto»ka funkcjonaªów dodatnich).

4. Niech A b¦dzie C∗-algebr¡ z jedynk¡, za± I bedzie podprzestrzeni¡ w A
niezmiennicz¡ na ∗ i tak¡ »e infx∈I ‖1−x‖ = 1. Funkcjonaª φ de�niujemy w ten
sposób »e na I jest równy 0, za± φ(1) = 1. Nast¦pnie rozszerzamy go z zacho-
waniem normy na A, tak by φ(x∗) = φ(x). Pokaza¢ »e tak rozszerzony φ jest
funkcjonaªem dodatnim na A. Je±li I jest ideaªem dwustronnym, to le»y on w
j¡drze reprezentacji odpowiadaj¡cej φ. Je±li J jest nietrywialnym ideaªem lewo-
stronnym to I = lin{x∗x : x ∈ J} speªnia warunek wy»ej za± odpowedni funk-
cjonaª dodatni znika na J . Ponadto istnieje funkcjonaª ekstremalny w sto»ku
funkcjonaªow dodatnich znikaj¡cy na J . Innymi sªowy, istnieje ∗-reprezentacja
nieprzywiedlna ρ algebry A i wektor v takie »e Jv = 0.

5. Niech ρ b¦dzie reprezentacj¡ unitarn¡ Rn na o±rodkowej przestrzeni Hi-
blerta W . Pokaza¢ »e istnieje miara µ na Rn, przestrze« Hilbera V i izome-
tryczne wªo»enie ι : W 7→ L2(µ, V ), takie »e ι splata ρ (splata ozancza »e
ιρ(x) = η(x)ι) i poni»ej zde�niowan¡ reprezentacj¦ η:

(η(x)f)(y) = exp(i〈x, y〉)f(y).

ι mo»na wybra¢ tak by V = l2, za± obraz ι miaª posta¢ {f : f(x) ∈ Vx} z
przestrzeni¡ Vx skªadaj¡c¡ si¦ z wektorów postaci (a1, a2, . . . , aN(x), 0, . . . ) gdzie
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N jest funkcj¡ µ-mierzaln¡, która mo»e przyjmowa¢ warto±¢ ∞ (N(x) = ∞
oznacza »e Vx = l2). Klasa równowa»no±ci µ i N nie zale»y od wyboru ι (tzn.
µι1 = fµι2 , i {x : N1(x) 6= N2(x)} jest miary 0). Ponadto ka»dy operator
komutuj¡cy w wszystkimi ρ(x) ma posta¢

(Tf)(x) = U(x)f(x)

gdzie U jest µ-mierzaln¡ funkcj¡ o warto±ciach operatorowoch (mierzalno±¢ jest
wzgl¦dem topologii mocnej zbie»no±ci operatorów).

6. Na grupie �ax + b� mno»enie zadajemy wzorem:

(x1, y1)(x2, y2) = (x1 + x2, e
−x2y1 + y2)

Niech N b¦dzie podgrup¡ elementów postaci (0, y), za± ρ unitarn¡ reprezentacj¡
nieprzywiedln¡ grupy �ax + b� na przestrzni Hilberta H, nietrywialn¡ na N .
Rozwa»amy rozkªad ρ obci¦tego do N jak w zadaniu 4. Pokaza¢ »e jako µ
mo»na wzi¡±¢ miar¦ Lebesgua na póªprostej, za± krotno±¢ N jest równa 1. ρ
jest równowa»na z reprezentacj¡ postaci

ρ(x, y)f(s) = exp(ikyex+s)f(x+ s)

na L2(R) gdzie k = 1 lub k = −1. Ponadto obraz pt przez ρ nie jest operatorem
zwartym.

7. Niech A b¦dzie C∗-algebr¡ (któr¡ uto»samiamy z podalgebr¡ algebry
operatorów na przestrzeni Hilberta), a I ideaªem lewostronnym w A. Pokaza¢
»e dla funkcji ci¡gªej f znikaj¡cej w 0 i samosprz¦»ongo x ∈ I mamy f(x) ∈ I.
Ponadto je±li I jest ideaªem dwustronnym i x ∈ I to x∗ ∈ I (czyli I jest ∗-
ideaªem).

Wskazówka: |x| = (x∗x)1/2, x∗ = lim(|x|+ s)−1|x|x∗.
8. Niech A b¦dzie algebr¡ operatorów zwartych na H. Pokaza¢ »e A nie

ma nietrywialnych domkni¦tych ideaªów dwustronnych, za± ka»dy maksymalny
ideaª lewostronny jest postaci Iv = {a ∈ A : av = 0} dla pewnego v ∈ H. Wy-
wnioskowa¢ st¡d »e jedyn¡ nieprzywiedln¡ ∗-reprezentacj¡ A jest reprezentacja
naturalna.

Wskazówka: Zadanie 7 sprowadza problem do operatorów sko«czenie wy-
miarowych.
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