1 Operatory pseudorézniczkowe
Symbolem rzedu k nazywamy funkcje na R™ x R™ spelniajaca:
05050 (x,w)| < Cap(1+ |w]) 77!

Operatorem pseudorézniczowym nazywamy operator postaci
1 . R
a(va)f = W eXp(Z<x7w>)a(wi)f(w)dw

gdzie
f(w) = / £() exp(—ia, w))da

jest transformacjg Fouriera f.
Przyktady: pole wektorowe, rzedu 1

a(r,w) = Z ifj(x)w;

J

mnozenie przez funkcje, rzedu 0
a(z,w) = f(z)

potegi laplasianu
a(z,w) = (1+ wf*)*

Niech E; bedzie operatorem pseudorézniczkowym z symbolem a(z,w) =
(1+4]w|?)*/2. Dla s > 0 definujemy przestrzeri Sobolewa H (s) jako zbior funkcji
z L? dla ktérych ponizsza norma jest skonczona:

11200 = 1 ESFI2 = e / FP@)(1+ wf?)dw.

Dla s < 0 definujemy przestrzeri Sobolewa jako przestrzeri dualna do H(—s),
jest ona przestrzenia dystrybucji (powyzszy wzor na norme zachowuje sens).

Lemat 1.1 (Sobolewa): Dla s > n/2 przestrzen Sobolewa jest zawarta w Co(R™).

Piszemy ze A € Op(s) jesli A jest operatorem pseudorézniczkowym rzedu s.
Wtasnosci:

o Jesli A € Op(ly), B € Op(ls) to AB € Op(ly +15), [A, B] € Op(ly +1o — 1),
A* € Op(ly).

e Jesli A € Op(l) to A jest operatorem ograniczonym z H(s) do H(s + ).
W szczegdlnosci operatory rzedu 0 sg ograniczone na L?2.

e dla ! € R operator E; jest izometria H(s+1) z H(s)

Uwaga: Byly i sa badane bardzo ogoélne klasy operatoréw pseudorézniczko-
wych. Powysza definicja definiuje dos¢ waska, ale bardzo pozyteczng podklase.



2 Lemat Kohna

Zakladamy ze P = " | (—Q?+A4;Q;)+Qo+ Ao gdzie Q; sa antysymetrycznymi
operatorami pseudorézniczkowymi rzedu 1, zas A; sa operatorami pseudor6z-
niczkowymi rzedu 0.

Lemat 2.1 Istnieje stata C taka zZe dla f € C°

D IQiflIE: < CRUPL )+ 1£IIZ2)

i=1

[E_1/2Q0fll2 < C(IPfIlllz2 + [[f]l2)

p.
(PF.F) = (Qif, Qif) + (AiQif, ) + (Qof, £) + (Aof, f)
=1
= Qif 13 + Y (AQif. f) + (Qof. f) + (Ao f. f)
=1 i=1
Dalej

[{(Aof, )] < CIfI1Ze
[(A:Qi, N < ClIQif |21 1] 2

Poniewaz g jest antysymetryczny, wiec
R{(Qof, ) = —R({f, Qo)) = —R(Qof, f))

czyli R({(Qof, f)) = 0. Lacznie

S Qifl7: <RUPL ) +CO_NQifllze + I1f1lz2)lIf 22

i=1 i=1

<SRUPS ) +(1/2) ) 1Qifl72 + (nC? + O)| fI7

i=1
gdzie w ostatniej nier6wnosci zastapiliSmy $rednia geometryczng przez arytme-
tyczna. Teraz

n

(1/2) Y 1Qiflz= < R(PS. ) + (nC? + C)| fl[7

i=1
co daje pierwsza czesé¢ lematu.

Chcemy teraz dosta¢ druga cze$é. Piszemy

(PfiE_1Qof) = (E_1/2Q0f, E_1/2Q0f) + (Ao f, E_1Q0 f)

n

+> (AiQif, E.1Qof) =Y (Q7f, E-1Qof)

=1 i=1



Poniewaz E_1Qof jest rzedu 0 to
[{(Aof, E-1Qof)| < C| f1172,
(Pf,E-1Qof)l < ClIPflc2l fllze < CUIPFIZ2 + 1 fllz2)

Na mocy pierwszej czesci mamy oszacowane Q;f dla i =1,...,n, wiec

{AiQif, E-1Qof) < ClQif 21 Fllz2 < C"(IPfI172 + I £1172)-

Dalej, dlai=1,...,n,
—(Q7f, E_1Qof) = (Qif  QiE_1Qof)

= (Qif, E.1QoQif) +(Qif, [Qis E—1Qolf)
czyli
HQ7f E—1Qof) < CUIQifN17> + 1Qifll 21 f || £2)

< C1([Qifl72 + I11Z2) < Co(IIPFIZ + 11 £1I72)

Lacznie daje to zadane oszacowanie na (E_; 2Qo f, E_1/2Q0 f) = ||E_1/2Q0f|\%2.
O

Niech
V1 =1in{Q;,i =0, ..,n}

Vo = [V1,V1] + RQo
Vigr = [V, Vi] + [Vi-1, Qol-
Zauwazmy ze ze wzgledu na wzor

[[AvBLC] = [Av [B’CH + [[A,C],B] - [Av [B7CH - [Ba [A’CH

dowolny iterowany komutator operatoréow g, @1, ...,Q, jest kombinacja li-
niowa elementéw V;.

Lemat 2.2 Niech P bedzie jak wyzej. Dla Y € V; istnieje stata Cy taka Ze
zachodzi

1Y fllz@-i+1-1) < Cy (I Pfllz> + 1 fllz2)
dla dowolnego f € CZ(R™).
P: Dowdd jest indukcyjny. Dla ¢ = 1 teza wynika bezposrednio z 2.1, bo
H(27"! —1) = H(0) = L?. Pokazemy teraz ze z tezy dla i wynika teza dla

teza dla [V1,V;]. Dowolny element z [V;, V] jest kombinacja liniowa elementow
postaci [Q;, Q] z Q € V;, a wiec wystarczy oszacowaé

Qi, QU 204121y = | Bej2-1[Qis Q1f | 12
gdzie ¢ = 27+, Piszemy:
1Ee/2-1(Qi; QU T2 = (Bej2-1[Qi, QU Eejo-1[Qi, QL)
= ([Qi, Qlf, E—2[Q:, Qf) = ([Qi, Qlf, Ec—1 Af)



=(QiQf, Ee1Af) — (QQif, Ec—1Af)
gdzie A = E_1[Q;, Q] jest rzedu 0. Nastepnie:

(QiQf, Ec1Af) = —(QF, QiEc1 Af)

= —(Ee1Qf, AQi ) — (Qf, [Qi, Ec—1 Al f)
= _<E€—1Qf7AQif> - <BQf7f>

gdzie B = [Q;, Ec_1A]* jest rzedu € — 1.
Teraz:

(Eea1Qf, AQi )| < [[Ec—1Qf || 2| AQ: f | 2
< CallQflr(e—1)||Qifllrz < CaCQC(||Pfllrz + || f]12)?

gdzie w przedostatniej nieréwnosci skorzystaliSmy z ograniczonosci A, a w ostat-
niej uzyliémy zaltozenie indukcyjne.
Podobnie:

(BQS, N < IBQf 2l fllz < ColQf[re—1)l fllL2
< CpCo(IPfllcz + 1 fllL2)
Dalej:
<QQifa Es—lAf> = _<Qif7 Ee—lAQf> - <Qlf7 [Q7 Ee—lA]f>
= —(Qif, Ec—1AQf) — (DQ:f, f)
gdzie D = [Q, E._1 A]* jest rzedu € — 1. Znowu:
(Qif, Ee1 AQS)| < |Qif [ 2| Ee—1 AQS | 2
<CNQifll21Qf Nir(e—1) < C'CiCQ(IPfllr2 + |1 fl22)?

gdzie w przedostaniej nieréwnosci uzyliSmy ograniczonosci A na H(e — 1) a w
ostatnie zalozenie indukcyjne. Ponadto

(Qif. DA< C"IQif 2l fllze < C"Cil[PFllLz + |1 fllz2)®

Y.acznie powyzsze nieréwnosci pokazuja ze

1Ee/2-11Qi, Q72 < Clg, (1P Fllz2 + [ fll2)

co daje oszacowanie dla [V, V;].

Teraz checemy oszacowaé elementy [Qq, V;—1]. Podobnie jak wyzej element
7 [Qo, Vi—1] jest kombinacja liniowa elementéw postaci [Qo, Q] gdzie Q € V;_;
wiec jak w pierwszej czesci dostaniemy

11Q0s Ql2r(e 1) < (@S, QoEc—1 Af)| + (Qof, QE._1 Af)|

Zauwazmy ze szacowanie obu cztonéw sprowadza sie do oszacowania

KQof Ac—1Qf)]



gdzie A._1 jest operatorem rzedu ¢ — 1. Nastepnie
(Qof AcmrQf) = (Pf, AccaQf) — (P1f, Aer Qf)
gdzie P| = P — Qp. Oczywiscie
(Pf, A Q)| < CIPfll L2 1@ [ -1y
co jest oszacowane z zalozenia indukcyjnego. A wiec pozostaje oszacowac
(PLf, AcrQF) = = D AQ2f, AcrQF) + Y (AiQif, A1 QF) + (Ao f, Acrr QF).
i=1 i=1

Czlon z Ag i czlony z A;Q; szacujemy bezposrednio przez normy. Pozostaja
czlony z Q%:

QI Acr Q) = Qi f, QiAc1QS)] < 1|Qif | 2]|QiAc1Q || >
Nastepnie, na mocy 2.1
D QA 1Qf (172 < CRUPA1QF, Ac1QF)) + [ Ac-1Qf | 12)
i=1
Mamy PAe—le = Ae—lQPf + [Pa Ae—lQ]f a wiec
|(<PAE—1Qf7 AE—le>| < |<A6—1pr7 AE—leH + |<[P7 Ae—lQ]f, Ae—le>|

= |<Pf7 BQelefH + |<[P7 Aele]fa Aelef>|

gdzie Bo._1 = Q*AX_{ A1 jest rzedu 2¢ — 1. Jako ze @ € V;_1, to z zalozenia
indukcyjnego

(Pf, Bace1Qf) < CIPflle2lQf lrree—r < C'(IPFIIZ2 + I £11Z2)-

A wiec pozostaje oszacowanie cztonu z [P, Ac_1Q]. Rozpisujac P widaé ze Ay
i wyrazy A;Q; nie sprawiaja problemu, bo komutatory sa rzedu e co mozna
przerzuci¢ na Q. Pozostaje oszacowaé [Q?%, A._1Q]:

[QF, Ac1Q] = Qi[Qi, A1 QIH[Qi, Ac1Q]Qi = 2(Qi, Ac1QQi+[Qs, [Qiy A1 Q]
Jako e B! = [Qs, [Qs, Ac1Q]] jest rzedu e to
[(Bef, Ae—1Q)| = [{f. Bye—1 Q@) < Cllfll 22| Qf 1 (2e-1)
co ju sie rutynowo szacuje. Wreszcie D, = [Q, Ac_1Q] jest rzedu e wiec
(DeQif, Acm1Qf) = KQif, Dy 1 Q) < ClQifll 2 1Qf 1 2e—1)

co tez sie rutynowo szacuje i konczy krok indukcyjny. O

Komentarz: Druga cze$¢ lematu wyglada dos¢ pokretnie. Kluczem jest to ze
w (Pf,Ac_1Qf) czton z Qo odgrywa istotna role, zas w (Pf, Q*Al_1Ac_1Qf)
ze wzgledu na antysymetrie czton z Qg mozna pominaé¢. Przy tym czlony kwa-
dratowe drugiego wyrazenia sa wieksze od cztonéw kwadratowych pierwszego.



3 Twierdzenie Hormandera

Dla U bedacego podzbiorem otwartym R™ przestrzeri H(s,U) definujemy jako
przestrzen sprzezong do Hy(—s, U) gdzie Ho(—s, U) jest domknieciem (w H(—s))
podzbioru dystrybucji z H(—s) o no$niku zawartym w U.

Zakladamy ze L = — Y7 | X2+ X, gdzie X;, i = 0,...,n sa gladkimi polami
wektorowymi na R™ takimi ze ich iterowane komutatory rozpinaja przestrzen
styczng.

Twierdzenie 3.1 Dla dowolnych otwartych U C V takich ze domkniecie U
jest podzbiorem zwartym V il > 0, s € R istniejg C i k takie Ze dla dowolnej
dystrybucji f mamy

k
[l sy < CUL" fllas,vy + 1 fllEsv))
przy tym lewa strona jest skonczona o ile prawa strona jest skonczona.

P. Zauwazmy ze wystarczy pokazaé ze dla ¢,¢ € Cg° takich ze p = 1w
otoczeniu no$nika ¢ zachodzi

6f [ t(s+e) < CUPLS [ r(s) + 1Sl m(s))

W dowodzie mozemy zaktadaé ze pola X; sa antysymetryczne, w razie potrzeby
zastepujac je operatorami rzedu 1 postaci (X; + X[)/2 i dodajac czlony rzedu
1, tzn.

L= Z(—X? + AiXi) + Xo + Ao

i=1

gdzie A; sa odpowiednimi funkcjami (dla nas jest wazne ze sa to operatory

pseudorézniczkowe rzedu 0).
Niech P = E.*LE_, i Q; = ¥ X ;1. Pokazemy ze P ma postaé¢ jak L wyzej,
tyle ze X; sa zastapione przez QQ; i oczywisci A; sa inne. Mianowicie, mamy

VIXE = 0PX X+ [0, X)X
= PP Xp X + [, il X, + 0 [¢, [¢, Xi]) X
= P XX + [, XilY* X + A
gdzie A = [y, [, X;]JY X, + 2[4, [, X;]] X; jest rzedu 0. Nastepnie
P, Xil* X = [0, Xilv Xih + [, X[y, Xi] = BQ; + A’
z A’ i B rzedu 0. Podobnie
V3 Xp Xy = P2 Xp? X + 0 [ X, Pl X
= V2 X" Xi + [, Xl X + Y[, [y, X)) X
= P2XP X + P, X X + [0, Xalp[y, Xi] + A”
— wQXﬂ/)QXi +BIQ1‘ + A///
gdzie B’ i A" sa rzedu 0. Kontynuujac to postepowanie dostaniemy

VX7 =QF + B;Qi + B



gdzie B; i B} sa rzedu 0. Nastepnie

E*X}E_, = E,Q!E_, + E,B;Q;E_, + E,B/E_,

ESQ?Efs = QiEsQiEfs + [Esv Qz}QzEfs
= Q? + QiEs[Qi7 E*S] + [Esy Qi}EfsQi + [Es; Qz][sz Efs]
QE + (ES[Q’i? E—S] + [ES? Ql])Ql + [Qi;ES[Qi7E—S]] + [E87 QZ} [Qi7E—s]

Teraz
EA'X7E_ = Q7 + A;Q; + A

gdzie
A'i = ES[Q'L" E—s] + [ESa Q’L] + EsBiE—37

A; = ESBZ[Q7.7 E—s] + [Qla ES [le E—S]] + [ES, QZ] [Ql) E—S}
przy tym A; i A} sa rzedu 0. Lacznie

P =3 (—QF + 4Q:) + A
=1

a wiec na mocy 2.1

1Qifllz> < C(IPfllL2 + [Ifllz2)

dla f € C2°. Poniewaz komutatory X; generuja przestrzein styczna, na mocy
lematu Kohna 2.2 otrzymujemy

6f 1@ < CUPFIL> + 1 F1122)

dla f € C°. To prawie koniec, ale my potrzebujemy to dla f € L. Aby to
otrzymaé¢ zauwazmy ze w rozumowaniu wyzej zamiast funkcji jako ¢ mozemy
bra¢ operatory postaci nK;n gdzie K; jest operatorem pseudorézniczkowym z
symbolem zalezym tylko od w,

Kt = at(x,D)

gdzie a;(z,w) = h(tw) zas h jest funcja gladka o nosniku zwartym réwna 1
w pewnym otoczeniu 0. Latwo sprawdzi¢ ze K; jest operatorem rzedu —1 (a
takze dowolengo innego rzedu ujemnego bo odwzorowuje dowolng przestrzen
H(s) w funkcje gladkie), przy tym limK;f = f w H(s) dla ¢ dazacego do
0. Tak zregularyzowany P jest operatorem ograniczonym na L2, wiec przez
gesto$é nieréwnosci mozemy rozszerzyc z funkcji gltadkich na cate L?. Podobnie
w lemacie Kohna. Poniewaz state w oszacowanich nie zaleza od t to przechodzac
z t do zera otrzymamy oszacowanie dla f € L?. Teraz piszemy

lofll e (ste) = 1EOf Nty < NOEsfme) + I1Es, & r(e)
< CIPEsfl2 + [|1Esflle2) + Cull fll 1 s)
= C||Esp* Lf|| 2 + (C + C)| fll (s
= Ol L) + (C + Co)ll Il ras) -



Biorgc zamiast f dystrubucje uf gdzie u jest gladkie takie ze «w = 1 na nosniku
1) otrzymamy

¢ fl(s+e) < ClW* L lr1s) + (C + Collwf o)

< Co([ul fllas) + llufllees))

Komentarz bibliograficzny: dowod twierdzenia Hérmandera jest dostepny w
ksiazkach po$wieconych operatorom pseudorézniczkowym, np. w [2] jest w roz-
dziale 22.2, za$ w [3] w rozdziale 15.1. Dowdd wariantu twierdzenia Hérmandera
dla operatoréow wyzszego rzedu jest w rozdziale drugim mojej pracy [1].
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