
1 Operatory pseudoró»niczkowe

Symbolem rz¦du k nazywamy funkcj¦ na Rn × Rn speªniaj¡c¡:

|∂αx ∂βωa(x, ω)| ≤ Cα,β(1 + |ω|)−|β|

Operatorem pseudoró»niczowym nazywamy operator postaci

a(x,D)f =
1

(2π)n

∫
exp(i〈x, ω〉)a(x, ω)f̂(ω)dω

gdzie

f̂(ω) =

∫
f(x) exp(−i〈x, ω〉)dx

jest transformacj¡ Fouriera f .
Przykªady: pole wektorowe, rz¦du 1

a(x, ω) =
∑
j

ifj(x)ωj

mno»enie przez funkcj¦, rz¦du 0

a(x, ω) = f(x)

pot¦gi laplasianu

a(x, ω) = (1 + |ω|2)s

Niech Es b¦dzie operatorem pseudoró»niczkowym z symbolem a(x, ω) =
(1+ |ω|2)s/2. Dla s > 0 de�nujemy przestrze« Sobolewa H(s) jako zbiór funkcji
z L2 dla których poni»sza norma jest sko«czona:

‖f‖2H(s) = ‖Esf‖
2 = cn

∫
|f̂ |2(ω)(1 + |ω|2)sdω.

Dla s < 0 de�nujemy przestrze« Sobolewa jako przestrze« dualn¡ do H(−s),
jest ona przestrzeni¡ dystrybucji (powy»szy wzór na norm¦ zachowuje sens).

Lemat 1.1 (Sobolewa): Dla s > n/2 przestrze« Sobolewa jest zawarta w C0(Rn).

Piszemy »e A ∈ Op(s) je±li A jest operatorem pseudoró»niczkowym rz¦du s.
Wªasno±ci:

• Je±li A ∈ Op(l1), B ∈ Op(l2) to AB ∈ Op(l1+ l2), [A,B] ∈ Op(l1+ l2−1),
A∗ ∈ Op(l1).

• Je±li A ∈ Op(l) to A jest operatorem ograniczonym z H(s) do H(s + l).
W szczególno±ci operatory rz¦du 0 s¡ ograniczone na L2.

• dla l ∈ R operator El jest izometri¡ H(s+ l) z H(s)

Uwaga: Byªy i s¡ badane bardzo ogólne klasy operatorów pseudoró»niczko-
wych. Powysza de�nicja de�niuje do±¢ w¡sk¡, ale bardzo po»yteczn¡ podklas¦.
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2 Lemat Kohna

Zakªadamy »e P =
∑n
i=1(−Q2

i+AiQi)+Q0+A0 gdzie Qi s¡ antysymetrycznymi
operatorami pseudoró»niczkowymi rz¦du 1, za± Ai s¡ operatorami pseudoró»-
niczkowymi rz¦du 0.

Lemat 2.1 Istnieje staªa C taka »e dla f ∈ C∞c
n∑
i=1

‖Qif‖2L2 ≤ C(<(〈Pf, f〉) + ‖f‖2L2)

i
‖E−1/2Q0f‖L2 ≤ C(‖Pf‖‖L2 + ‖f‖L2)

P.

〈Pf, f〉 =
n∑
i=1

(〈Qif,Qif〉+ 〈AiQif, f〉) + 〈Q0f, f〉+ 〈A0f, f〉

=

n∑
i=1

‖Qif‖2L2 +

n∑
i=1

〈AiQif, f〉+ 〈Q0f, f〉+ 〈A0f, f〉

Dalej
|〈A0f, f〉| ≤ C‖f‖2L2 ,

|〈AiQi, f〉| ≤ C‖Qif‖L2‖f‖L2

Poniewa» Q0 jest antysymetryczny, wi¦c

<(〈Q0f, f〉) = −<(〈f,Q0f〉) = −<(〈Q0f, f〉)

czyli <(〈Q0f, f〉) = 0. �¡cznie

n∑
i=1

‖Qif‖2L2 ≤ <(〈Pf, f〉) + C(

n∑
i=1

‖Qif‖L2 + ‖f‖L2)‖f‖L2

≤ <(〈Pf, f〉) + (1/2)

n∑
i=1

‖Qif‖2L2 + (nC2 + C)‖f‖2L2

gdzie w ostatniej nierówno±ci zast¡pili±my ±redni¡ geometryczn¡ przez arytme-
tyczn¡. Teraz

(1/2)

n∑
i=1

‖Qif‖2L2 ≤ <(〈Pf, f〉) + (nC2 + C)‖f‖2L2

co daje pierwsz¡ cz¦±¢ lematu.
Chcemy teraz dosta¢ drug¡ cz¦±¢. Piszemy

〈Pf,E−1Q0f〉 = 〈E−1/2Q0f,E−1/2Q0f〉+ 〈A0f,E−1Q0f〉

+

n∑
i=1

〈AiQif,E−1Q0f〉 −
n∑
i=1

〈Q2
i f,E−1Q0f〉
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Poniewa» E−1Q0f jest rz¦du 0 to

|〈A0f,E−1Q0f〉| ≤ C‖f‖2L2 ,

|〈Pf,E−1Q0f〉| ≤ C‖Pf‖L2‖f‖L2 ≤ C(‖Pf‖2L2 + ‖f‖L2)

Na mocy pierwszej cz¦±ci mamy oszacowane Qif dla i = 1, . . . , n, wi¦c

|〈AiQif,E−1Q0f〉| ≤ C‖Qif‖L2‖f‖L2 ≤ C ′(‖Pf‖2L2 + ‖f‖2L2).

Dalej, dla i = 1, . . . , n,

−〈Q2
i f,E−1Q0f〉 = 〈Qif,QiE−1Q0f〉

= 〈Qif,E−1Q0Qif〉+ 〈Qif, [Qi, E−1Q0]f〉

czyli
|〈Q2

i f,E−1Q0f〉| ≤ C(‖Qif‖2L2 + ‖Qif‖L2‖f‖L2)

≤ C1(‖Qif‖2L2 + ‖f‖2L2) ≤ C2(‖Pf‖2L2 + ‖f‖2L2)

�¡cznie daje to »¡dane oszacowanie na 〈E−1/2Q0f,E−1/2Q0f〉 = ‖E−1/2Q0f‖2L2 .
�

Niech
V1 = lin{Qi, i = 0, ..,n}

V2 = [V1, V1] + RQ0

Vi+1 = [V1, Vi] + [Vi−1, Q0].

Zauwa»my »e ze wzgl¦du na wzór

[[A,B], C] = [A, [B,C]] + [[A,C], B] = [A, [B,C]]− [B, [A,C]]

dowolny iterowany komutator operatorów Q0, Q1, . . . , Qn jest kombinacj¡ li-
niow¡ elementów Vi.

Lemat 2.2 Niech P b¦dzie jak wy»ej. Dla Y ∈ Vi istnieje staªa CY taka »e
zachodzi

‖Y f‖H(2−i+1−1) ≤ CY (‖Pf‖L2 + ‖f‖L2)

dla dowolnego f ∈ C∞c (Rn).

P: Dowód jest indukcyjny. Dla i = 1 teza wynika bezpo±rednio z 2.1, bo
H(2−i+1 − 1) = H(0) = L2. Poka»emy teraz »e z tezy dla i wynika teza dla
teza dla [V1, Vi]. Dowolny element z [V1, Vi] jest kombinacj¡ liniow¡ elementów
postaci [Qi, Q] z Q ∈ Vi, a wi¦c wystarczy oszacowa¢

‖[Qi, Q]f‖H(2−(i+1)+1−1) = ‖Eε/2−1[Qi, Q]f‖L2

gdzie ε = 2−i+1. Piszemy:

‖Eε/2−1[Qi, Q]f‖2L2 = 〈Eε/2−1[Qi, Q]f,Eε/2−1[Qi, Q]f〉

= 〈[Qi, Q]f,Eε−2[Qi, Q]f〉 = 〈[Qi, Q]f,Eε−1Af〉
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= 〈QiQf,Eε−1Af〉 − 〈QQif,Eε−1Af〉

gdzie A = E−1[Qi, Q] jest rz¦du 0. Nast¦pnie:

〈QiQf,Eε−1Af〉 = −〈Qf,QiEε−1Af〉

= −〈Eε−1Qf,AQif〉 − 〈Qf, [Qi, Eε−1A]f〉

= −〈Eε−1Qf,AQif〉 − 〈BQf, f〉

gdzie B = [Qi, Eε−1A]
∗ jest rz¦du ε− 1.

Teraz:

|〈Eε−1Qf,AQif〉| ≤ ‖Eε−1Qf‖L2‖AQif‖L2

≤ CA‖Qf‖H(ε−1)‖Qif‖L2 ≤ CACQCi(‖Pf‖L2 + ‖f‖L2)2

gdzie w przedostatniej nierówno±ci skorzystali±my z ograniczono±ci A, a w ostat-
niej u»yli±my zaªo»enie indukcyjne.

Podobnie:

|〈BQf, f〉| ≤ ‖BQf‖L2‖f‖L2 ≤ CB‖Qf‖H(ε−1)‖f‖L2

≤ CBCQ(‖Pf‖L2 + ‖f‖L2)2

Dalej:

〈QQif,Eε−1Af〉 = −〈Qif,Eε−1AQf〉 − 〈Qif, [Q,Eε−1A]f〉

= −〈Qif,Eε−1AQf〉 − 〈DQif, f〉

gdzie D = [Q,Eε−1A]
∗ jest rz¦du ε− 1. Znowu:

|〈Qif,Eε−1AQf〉| ≤ ‖Qif‖L2‖Eε−1AQf‖L2

≤ C ′‖Qif‖L2‖Qf‖H(ε−1) ≤ C ′CiCQ(‖Pf‖L2 + ‖f‖L2)2

gdzie w przedostaniej nierówno±ci u»yli±my ograniczono±ci A na H(ε − 1) a w
ostatnie zaªo»enie indukcyjne. Ponadto

|〈Qif,Df〉| ≤ C ′′‖Qif‖L2‖f‖L2 ≤ C ′′Ci(‖Pf‖L2 + ‖f‖L2)2

�¡cznie powy»sze nierówno±ci pokazuj¡ »e

‖Eε/2−1[Qi, Q]f‖2L2 ≤ C2
[Qi,Q](‖Pf‖L2 + ‖f‖L2)2

co daje oszacowanie dla [V1, Vi].
Teraz checemy oszacowa¢ elementy [Q0, Vi−1]. Podobnie jak wy»ej element

z [Q0, Vi−1] jest kombinacj¡ liniow¡ elementów postaci [Q0, Q] gdzie Q ∈ Vi−1
wi¦c jak w pierwszej cz¦±ci dostaniemy

‖[Q0, Q]‖2H(ε/2−1) ≤ |〈Qf,Q0Eε−1Af〉|+ |〈Q0f,QEε−1Af〉|

Zauwa»my »e szacowanie obu czªonów sprowadza si¦ do oszacowania

|〈Q0f,Aε−1Qf〉|
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gdzie Aε−1 jest operatorem rz¦du ε− 1. Nast¦pnie

〈Q0f,Aε−1Qf〉 = 〈Pf,Aε−1Qf〉 − 〈P1f,Aε−1Qf〉

gdzie P1 = P −Q0. Oczywi±cie

|〈Pf,Aε−1Qf〉| ≤ C‖Pf‖L2‖Qf‖H(ε−1)

co jest oszacowane z zaªo»enia indukcyjnego. A wi¦c pozostaje oszacowa¢

〈P1f,Aε−1Qf〉 = −
n∑
i=1

〈Q2
i f,Aε−1Qf〉+

n∑
i=1

〈AiQif,Aε−1Qf〉+ 〈A0f,Aε−1Qf〉.

Czªon z A0 i czªony z AiQi szacujemy bezpo±rednio przez normy. Pozostaj¡
czªony z Q2

i :

|〈Q2
i f,Aε−1Qf〉| = |〈Qif,QiAε−1Qf〉| ≤ ‖Qif‖L2‖QiAε−1Qf‖L2

Nast¦pnie, na mocy 2.1

n∑
i=1

‖QiAε−1Qf‖2L2 ≤ C(<(〈PAε−1Qf,Aε−1Qf〉) + ‖Aε−1Qf‖L2)

Mamy PAε−1Qf = Aε−1QPf + [P,Aε−1Q]f a wi¦c

|(〈PAε−1Qf,Aε−1Qf〉| ≤ |〈Aε−1QPf,Aε−1Qf〉|+ |〈[P,Aε−1Q]f,Aε−1Qf〉|

= |〈Pf,B2ε−1Qf〉|+ |〈[P,Aε−1Q]f,Aε−1Qf〉|

gdzie B2ε−1 = Q∗A∗ε−1Aε−1 jest rz¦du 2ε− 1. Jako »e Q ∈ Vi−1, to z zaªo»enia
indukcyjnego

|〈Pf,B2ε−1Qf〉| ≤ C‖Pf‖L2‖Qf‖H(2ε−1 ≤ C ′(‖Pf‖2L2 + ‖f‖2L2).

A wi¦c pozostaje oszacowanie czªonu z [P,Aε−1Q]. Rozpisuj¡c P wida¢ »e A0

i wyrazy AiQi nie sprawiaj¡ problemu, bo komutatory s¡ rz¦du ε co mo»na
przerzuci¢ na Q. Pozostaje oszacowa¢ [Q2

i , Aε−1Q]:

[Q2
i , Aε−1Q] = Qi[Qi, Aε−1Q]+[Qi, Aε−1Q]Qi = 2[Qi, Aε−1Q]Qi+[Qi, [Qi, Aε−1Q]]

Jako »e B′ε = [Qi, [Qi, Aε−1Q]] jest rz¦du ε to

|〈B′εf,Aε−1Qf〉| = |〈f,B′′2ε−1Qf〉| ≤ C‖f‖L2‖Qf‖H(2ε−1)

co ju» si¦ rutynowo szacuje. Wreszcie Dε = [Qi, Aε−1Q] jest rz¦du ε wi¦c

|〈DεQif,Aε−1Qf〉| = |〈Qif,D′2ε−1Qf〉| ≤ C‖Qif‖L2‖Qf‖H(2ε−1)

co te» si¦ rutynowo szacuje i ko«czy krok indukcyjny. �

Komentarz: Druga cz¦±¢ lematu wygl¡da do±¢ pokr¦tnie. Kluczem jest to »e
w 〈Pf,Aε−1Qf〉 czªon z Q0 odgrywa istotn¡ rol¦, za± w 〈Pf,Q∗A∗ε−1Aε−1Qf〉
ze wzgl¦du na antysymetri¦ czªon z Q0 mo»na pomin¡¢. Przy tym czªony kwa-
dratowe drugiego wyra»enia s¡ wi¦ksze od czªonów kwadratowych pierwszego.
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3 Twierdzenie Hörmandera

Dla U b¦d¡cego podzbiorem otwartym Rm przestrze« H(s, U) de�nujemy jako
przestrze« sprz¦»on¡ doH0(−s, U) gdzieH0(−s, U) jest domkni¦ciem (wH(−s))
podzbioru dystrybucji z H(−s) o no±niku zawartym w U .

Zakªadamy »e L = −
∑n
i=1X

2
i +X0 gdzieXi, i = 0, . . . , n s¡ gªadkimi polami

wektorowymi na Rm takimi »e ich iterowane komutatory rozpinaj¡ przestrze«
styczn¡.

Twierdzenie 3.1 Dla dowolnych otwartych U ⊂ V takich ze domkni¦cie U
jest podzbiorem zwartym V i l > 0, s ∈ R istniej¡ C i k takie »e dla dowolnej
dystrybucji f mamy

‖f‖H(s+l,U) ≤ C(‖Lkf‖H(s,V ) + ‖f‖H(s,V ))

przy tym lewa strona jest sko«czona o ile prawa strona jest sko«czona.

P. Zauwa»my »e wystarczy pokaza¢ »e dla φ, ψ ∈ C∞c takich »e ψ = 1 w
otoczeniu no±nika φ zachodzi

‖φf‖H(s+ε) ≤ C(‖ψLf‖H(s) + ‖ψf‖H(s))

W dowodzie mo»emy zakªada¢ »e pola Xi s¡ antysymetryczne, w razie potrzeby
zast¦puj¡c je operatorami rz¦du 1 postaci (Xi +X∗i )/2 i dodaj¡c czªony rz¦du
1, tzn.

L =

n∑
i=1

(−X2
i +AiXi) +X0 +A0

gdzie Ai s¡ odpowiednimi funkcjami (dla nas jest wa»ne »e s¡ to operatory
pseudoró»niczkowe rz¦du 0).

Niech P = Esψ
4LE−s i Qi = ψXiψ. Poka»emy »e P ma posta¢ jak L wy»ej,

tyle »e Xi s¡ zast¡pione przez Qi i oczywi±ci Ai s¡ inne. Mianowicie, mamy

ψ4X2
i = ψ3XiψXi + ψ3[ψ,Xi]Xi

= ψ3XiψXi + ψ2[ψ,Xi]ψXi + ψ2[ψ, [ψ,Xi]]Xi

= ψ3XiψXi + ψ[ψ,Xi]ψ
2Xi +A

gdzie A = ψ[ψ, [ψ,Xi]]ψXi + ψ2[ψ, [ψ,Xi]]Xi jest rz¦du 0. Nast¦pnie

ψ[ψ,Xi]ψ
2Xi = ψ[ψ,Xi]ψXiψ + ψ[ψ,Xi]ψ[ψ,Xi] = BQi +A′

z A′ i B rz¦du 0. Podobnie

ψ3XiψXi = ψ2Xiψ
2Xi + ψ2[Xi, ψ]ψXi

= ψ2Xiψ
2Xi + ψ[ψ,Xi]ψ

2Xi + ψ[ψ, [ψ,Xi]]Xi

= ψ2Xiψ
2Xi + ψ[ψ,Xi]ψXiψ + ψ[ψ,Xi]ψ[ψ,Xi] +A′′

= ψ2Xiψ
2Xi +B′Qi +A′′′

gdzie B′ i A′′′ s¡ rz¦du 0. Kontynuuj¡c to post¦powanie dostaniemy

ψ4X2
i = Q2

i +BiQi +B′i
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gdzie Bi i B
′
i s¡ rz¦du 0. Nast¦pnie

Esψ
4X2

i E−s = EsQ
2
iE−s + EsBiQiE−s + EsB

′
iE−s

i
EsQ

2
iE−s = QiEsQiE−s + [Es, Qi]QiE−s

= Q2
i +QiEs[Qi, E−s] + [Es, Qi]E−sQi + [Es, Qi][Qi, E−s]

Q2
i + (Es[Qi, E−s] + [Es, Qi])Qi + [Qi, Es[Qi, E−s]] + [Es, Qi][Qi, E−s]

Teraz
Esψ

4X2
i E−s = Q2

i +AiQi +A′i

gdzie
Ai = Es[Qi, E−s] + [Es, Qi] + EsBiE−s,

A′i = EsBi[Qi, E−s] + [Qi, Es[Qi, E−s]] + [Es, Qi][Qi, E−s]

przy tym Ai i A
′
i s¡ rz¦du 0. �¡cznie

P =

n∑
i=1

(−Q2
i +AiQi) +A0

a wi¦c na mocy 2.1

‖Qif‖L2 ≤ C(‖Pf‖L2 + ‖f‖L2)

dla f ∈ C∞c . Poniewa» komutatory Xi generuj¡ przestrze« styczn¡, na mocy
lematu Kohna 2.2 otrzymujemy

‖φf‖H(ε) ≤ C(‖Pf‖L2 + ‖f‖L2)

dla f ∈ C∞c . To prawie koniec, ale my potrzebujemy to dla f ∈ L2. Aby to
otrzyma¢ zauwa»my »e w rozumowaniu wy»ej zamiast funkcji jako ψ mo»emy
bra¢ operatory postaci ηKtη gdzie Kt jest operatorem pseudoró»niczkowym z
symbolem zale»ym tylko od ω,

Kt = at(x,D)

gdzie at(x, ω) = h(tω) za± h jest funcj¡ gªadk¡ o no±niku zwartym równ¡ 1
w pewnym otoczeniu 0. �atwo sprawdzi¢ »e Kt jest operatorem rz¦du −1 (a
tak»e dowolengo innego rz¦du ujemnego bo odwzorowuje dowoln¡ przestrze«
H(s) w funkcje gªadkie), przy tym limKtf = f w H(s) dla t d¡»¡cego do
0. Tak zregularyzowany P jest operatorem ograniczonym na L2, wi¦c przez
g¦sto±¢ nierówno±ci mo»emy rozszerzyc z funkcji gªadkich na caªe L2. Podobnie
w lemacie Kohna. Poniewa» staªe w oszacowanich nie zale»¡ od t to przechodz¡c
z t do zera otrzymamy oszacowanie dla f ∈ L2. Teraz piszemy

‖φf‖H(s+ε) = ‖Esφf‖H(ε) ≤ ‖φEsf‖H(ε) + ‖[Es, φ]f‖H(ε)

≤ C(‖PEsf‖L2 + ‖Esf‖L2) + C1‖f‖H(s)

= C‖Esψ4Lf‖L2 + (C + C1)‖f‖H(s)

= C‖ψ4Lf‖H(s) + (C + C1)‖f‖H(s).
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Bior¡c zamiast f dystrubucj¦ uf gdzie u jest gªadkie takie »e u = 1 na no±niku
ψ otrzymamy

‖φf‖H(s+ε) ≤ C‖ψ4Lf‖H(s) + (C + C1)‖uf‖H(s)

≤ C2(‖uLf‖H(s) + ‖uf‖H(s))

�

Komentarz bibliogra�czny: dowód twierdzenia Hörmandera jest dost¦pny w
ksi¡»kach po±wi¦conych operatorom pseudoró»niczkowym, np. w [2] jest w roz-
dziale 22.2, za± w [3] w rozdziale 15.1. Dowód wariantu twierdzenia Hörmandera
dla operatorów wy»szego rz¦du jest w rozdziale drugim mojej pracy [1].
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