
1. Sprawdzi¢ »e podane na wykªadzie realizacje grupy Heisenberga s¡ izo-
mor�czne. Przypominam »e pierwsza realizacja to R3 z mno»eniem zadanym
wzorem (x1, y1, z1)(x2, y2, z2) = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2 +

1
2 (x1y2 − x2y1)) za±

druga to macierze postaci:  1 x z
0 1 y
0 0 1

 .

2. Sprawdzi¢ »e wzór (x1, y1)(x2, y2) = (x1 + x2, exp(x2)y1 + y2) zadaje
na R2 struktur¦ grupy Liego. Pokaza¢ »e grupa ta jest izomor�czna z grup¡
przeksztaªce« a�nicznych prostej zachowuj¡cych orientacj¦.

3. Niech Aut(H) oznacza grup¦ automor�zmów grupy H, za± A jest homo-
mor�zmem z G w Aut(H). Na produkcie grup G i H wprowadzamy mno»enie
wzorem:

(g1, h1)(g2, h2) = (g1g2, (A(g−1
2 )h1)h2)

Otrzymujemy w ten sposób grup¦ nazywan¡ produktem póªprostym G i H
(sprawdzi¢). Pokaza¢ »e je±li G i H s¡ grupami Liego i A jest odwzorowaniem
gªadkim (jako odwzorowanie z G × H w H) to produkt póªprosty G i H jest
grup¡ Liego.

4. Przestawi¢ jako produkt póªprosty nast¦puj¡ce grupy: grup¦ przeksztaª-
ce« a�nicznych na przestrzni euklidesowej, grup¦ isometrii przestrzni euklide-
sowej, grup¦ Heisenberga, grup¦ macierzy górno-trójk¡tnych (tzn. takich »e
wszyskie elementy poni»ej diagonali s¡ zerami).

5. Przestrze« k-d»etów odwzorowa« Rm w Rn w punkcie 0 to przestrze« ilo-
razowa przestrzeni wszystkich funkcji gªadkich z Rm w Rn przez podprzestrze«
funkcji których k+1 pochodnych w 0 znika. Z de�nicji wynika »e pochodne do
rz¦du k w 0 s¡ dobrze zde�niowane dla k-d»etów (nie zale»¡ od wyboru repre-
zentantów). Pokaza¢ »e przestrze« k-d»etów odwzorowa« Rn w Rn w punkcie 0
takich »e warto±¢ w 0 to 0 i pierwsza pochodna jest odwracalna ma naturaln¡
struktur¦ grupy Liego (dziaªaniem jest skªadanie (d»etów) odwzorowa«).

6. Na Rn wprowadzamy topologie Zariskiego przyjmuj¡c »e zbiory do-
mkniete do dokªadnie te zbiory które s¡ zbiorami wspólnych zer ukªadu wielo-
mianów. Na podzborach Rn topologi¦ Zariskiego wprowadzamy jako topologi¦
podprzestrzeni. Pokaza¢ »e je±li U jest zbiorem otwartym w topologii Zari-
skiego, f jest funkcj¡ wymiern¡, tak¡ »e mianownik f jest ró»ny od 0 na U to
f jest ci¡gªa w topologi Zariskiego (tzn. przeciwobrazy zbiorów domkni¦tch w
topologi Zariskiego przez f s¡ domkni¦te w topologi Zariskiego). Pokaza¢ »e
je±li na R × R wprowadzimy produkt toplogii Zariskiego to dodawanie b¦dzie
nieci¡gªe. Pokaza¢ »e je±li grupa G jest podzbiorem domkni¦tym Rn w topo-
logi Zariskiego za± dziaªania grupowe na G s¡ zadane przez funkcje wymierne
których mianowniki s¡ ró»ne od zera na G to mno»enie jest ci¡gªe z G × G z
topologi¡ Zariskiego odziedziczon¡ z R2n w G (z topologi¡ Zariskiego).
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