1. Sprawdzi¢ ze podane na wyktadzie realizacje grupy Heisenberga sa izo-
morficzne. Przypominam 7e pierwsza realizacja to R? z mnozeniem zadanym

wzorem (z1,y1, 21) (22, Y2, 22) = (@1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22 + 5(T1y2 — T2y1)) 28§
druga to macierze postaci:
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2. Sprawdzi¢ ze wzor (x1,y1)(z2,y2) = (1 + x2,exp(z2)y1 + y2) zadaje
na R? strukture grupy Liego. Pokaza¢ ze grupa ta jest izomorficzna z grupa
przeksztaltcen afinicznych prostej zachowujacych orientacje.

3. Niech Aut(H) oznacza grupe automorfizmow grupy H, zas A jest homo-
morfizmem z G w Aut(H). Na produkcie grup G i H wprowadzamy mnozenie
wzorem:

(91, h1)(g2, ha) = (9192, (A(g5 " )h1)h2)

Otrzymujemy w ten sposob grupe nazywang produktem poélprostym G i H
(sprawdzi¢). Pokazac ze jesli G i H sa grupami Liego i A jest odwzorowaniem
gladkim (jako odwzorowanie z G x H w H) to produkt potprosty G i H jest
grupa Liego.

4. Przestawi¢ jako produkt pélprosty nastepujace grupy: grupe przeksztal-
cen afinicznych na przestrzni euklidesowej, grupe isometrii przestrzni euklide-
sowej, grupe Heisenberga, grupe macierzy goérno-trojkatnych (tzn. takich ze
wszyskie elementy ponizej diagonali sa zerami).

5. Przestrzen k-dzetéw odwzorowan R™ w R™ w punkcie 0 to przestrzen ilo-
razowa przestrzeni wszystkich funkcji gtadkich z R™ w R"™ przez podprzestrzen
funkcji ktorych k 4+ 1 pochodnych w 0 znika. Z definicji wynika ze pochodne do
rzedu k w 0 sa dobrze zdefiniowane dla k-dzetéw (nie zaleza od wyboru repre-
zentantow). Pokazaé ze przestrzen k-dzetow odwzorowan R™ w R™ w punkcie 0
takich ze warto$¢ w 0 to 0 i pierwsza pochodna jest odwracalna ma naturalng
strukture grupy Liego (dzialaniem jest sktadanie (dzetow) odwzorowar).

6. Na R"™ wprowadzamy topologie Zariskiego przyjmujac ze zbiory do-
mkniete do dokladnie te zbiory ktére sg zbiorami wspélnych zer uktadu wielo-
mianéw. Na podzborach R™ topologie Zariskiego wprowadzamy jako topologie
podprzestrzeni. Pokazaé ze jesli U jest zbiorem otwartym w topologii Zari-
skiego, f jest funkcja wymierna, taka ze mianownik f jest rézny od 0 na U to
f jest ciagla w topologi Zariskiego (tzn. przeciwobrazy zbioréw domknietch w
topologi Zariskiego przez f sa domkniete w topologi Zariskiego). Pokaza¢ ze
jesli na R x R wprowadzimy produkt toplogii Zariskiego to dodawanie bedzie
nieciaglte. Pokazaé ze jesli grupa G jest podzbiorem domknietym R™ w topo-
logi Zariskiego za$ dziatania grupowe na G sa zadane przez funkcje wymierne
ktorych mianowniki sa rézne od zera na G to mnozenie jest ciagle z G x G z
topologia Zariskiego odziedziczong z R?" w G (z topologia Zariskiego).



