1. Niech A bedzie ukladem pierwiastkow zas A C A4 baza (uktadem
pierwiastkow prostych). Pokazaé ze jesli dla o, 8 € A mamy (a,8) # 0 to
(easep) < —1/2.

2. Pokazac ze diagram Coxetera (czy Dynkina) uktadu pierwiastkow nie za-
wiera cykli (pokazac ze prowadzitoby to do sprzecznosci z dodatnia okreslonoscia
formy).

3. Sprawdzi¢ ze algebra Liego grupy SU(n) ma uklad pierwiastkow A, _;.

Uwaga: Algebra Liego grupy SO(2n + 1) dla n > 2 ma uklad pierwiastkow
B,, SO(2n) dla n > 3 ma uktad pierwiastkow D,,. Grupe Sp(n) definiujemy
jako podgrupe SU(2n) sktadajaca sie z elementéw komutujacych z operatorem J
zadanym wzorem J(z,y) = (—y,z) dlaz,y € C". Sp(n) ma uklad pierwiastkow
C, dlan > 2.

Przypominam ze klasg Schwartza S nazywamy zbior funkcji na R™ taich ze
dla dowolnego multiindeksu « zaréwno z® f jak i 0% f jest ograniczone (te wielko-
§ci daja rodzine polorm zadajacych topologie (metryke) na klasie Schwartza).

4. Niech H,, bedzie algebra Heisenberga, tzn. baza H,, sa elementy Xy, Y%,
k=1,...,niZ zas [ Xy, Y] = Z. Niech 0 # a € R. Definiujemy dziatanie H,
na klasie Schwartza wzorami: Xy f = O f, Yi = taxyf, Zf = iaf. Sprawdzic¢
ze jest to dobrze zdefiniowane dziatanie. Pokazaé ze przy tym dziataniu nie
ma nietrywialnych domknietych podprzestrzeni niezmienniczych, tzn. S z tym
dzialaniem jest toplogicznie proste. Ponadto, dla réznych « te dzialania nie sg
réwnowazne.

Komentarz: Wiemy ze skoniczenie wymiarowe moduly proste nad algebra nil-
potentna sa jednowymiarowe. To zadanie ilustruje ze dostaniemy nietrywialne
nieskoriczenie wymiarowe moduly proste. Aby dosta¢ modul ktory jest algebra-
icznie prosty trzeba by wzia§¢ podmodutl np. podmodut cykliczy generowany
przez funkcje Gaussa exp(—|x|?), ale klasa Schwartza ma ta zalete ze w tym
samym module mamy tez dzialanie grupy.



