
Przypominam de�nicj¦ algebry Liego: algebra Liego nad pierscieniem R to
moduª nad R z operacj¡ [x, y] (nawiasem Liego) speªniaj¡cym:

[c1x1 + c2x2, y] = c1[x1, y] + c2[x2, y]

[x, c1y1 + c2y2] = c1[x, y1] + c2[x, y2]

[x, y] = −[y, x]

[x, [y, z]] = [[x, y], z] + [x, [y, z]]

Pierwsze dwa warunki to dwuliniowo±¢, trzeci to antysymetria (w charak-
terystyce 2 nale»eªoby pisa¢ [x, x] = 0), za± czwarty nosi nazw¦ to»samo±ci
Jacobiego.

Przypominam »e D jest ró»niczkowaniem algebry Liego A je±li D jest R-
liniowe i speªnia wzór Leibnitza: D[x, y] = [Dx, y] + [x,Dy].

1. Sprawdzi¢ »e je±li A jest (raczej nieprzeminn¡) algebr¡ ª¡czn¡ nad R to
A z nawiasem Liego wprowadzonym wzorem [X,Y ] = XY − Y X jest algebr¡
Liego. (W szczególno±ci algebra Liego grupy Liego tak jak de�niowali±my j¡ na
wykªadzie jest algebr¡ Liego).

2. Sprawdzi¢ »e suma prosta algebr Liego A1 i A2 zde�nowana jako ich
suma prosta jako moduªów z nawiasem Liego po skªadowych [(x1, x2), (y1, y2)] =
([x1, y1], [x2, y2]) jest algebr¡ Liego. Sprawdzi¢ »e je±li B jest R-liniowym od-
wzorowaniem z A1 w ró»niczkowania A2 speªniaj¡cym B([x, y]) = B(x)B(y)−
B(y)B(x) (tzn. B jest homomor�zmem algebr Liego) to wzór

[(x1, x2), (y1, y2)] = ([x1, y1],−(B(y1))x2 + (B(x1))y2 + [y1, y2])

zadaje nawias Liego na sumie prostej A1 i A2 jako moduªów. Sum¦ prost¡ A1

i A2 jako moduªów z takim nawiasem Liego nazywamy produktem póªprostym
algebr Liego. Oczywi±cie produktem póªprosty zale»y od wyboru odwzorowania
B.

3. Pokaza¢ »e algebra Liego A jest produktem póªprostym wtedy i tylko
wtedy gdy A zawiera dwa podmoduªy A1 i A2 takie »e A = A1 ⊕ A2 jako
moduª, A1 jest podalgebr¡ (tzn. dla x, y ∈ A1 równie» [x, y] ∈ A1) i dla x ∈ A,
y ∈ A2 mamy [x, y] ∈ A2.

4. Wyznaczy¢ prawostronnie niezminnicze pola wektorowe na grupie ma-
cierzy ortogonalych 3 × 3. Dla tej grupy i grup z zadania 3 listy 2 wyznaczy¢
nawias Liego.

5. Pokaza¢ »e dla grup macierzowych nawias Liego jest zadany wzorem
[X,Y ] = XY − Y X gdzie XY i Y X s¡ iloczynami macierzy.

Wskazówka: U»y¢ wzór Xf(x) = ∂tf(x exp(tX))|t=0 i najpierw pokaza¢ »e
[X,Y ] = ∂t∂s(exp(tX) exp(sY )− exp(tY ) exp(tX))|s,t=0

6 Niech A b¦dzie niesko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡ z baz¡
X,Y1, . . . , Yn, . . . . Na A zadajemy nawias Liego wzorem [X,Yi] = −[Yi, X] =
Yi+1 za± [Yi, Yj ] = 0. Sprawdzi¢ »e to nam zadaje algebr¦ Liego i »e A jest
generowana przez X i Y1 (tzn. najmniejsza podalgebra Liego A zawieraj¡ca X
i Y1 jest równa A).

De�nicja: Algebra Liego g jest prosta je±li jedyne podprzestrzenie g nie-
zmiennicze na dziaªanie wszystkich operatorów adx, x ∈ g to g i {0}.

7. Pokaza¢ »e nast¦puj¡ce algebry Liego s¡ proste: algebra Liego rzeczywi-
stych (lub zespolonych) macierzy 2×2 o ±ladzie 0, algebra zespolonych macierzy
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antyhermitowskich 2× 2 o ±ladzie 0, algebra rzeczywistych macierzy antysyme-
trycznych 3× 3 o ±ladzie 0.

8. Niech Df = ∂2xf , Mf(x) = x2f(x), Jf(x) = 2x(∂xf)(x)+ f(x). Pokaza¢
»e operatory D,M, J rozpinaj¡ rzeczywist¡ algebr¦ Liego (z komutatorem jako
nawiasem Liego). Podobnie iD, iM , J rozpinaj¡ rzeczywist¡ algebr¦ Liego.
Sprawdzi¢ »e te dwie algebry s¡ izomor�czne z algebr¡ macierzy 2× 2 o ±ladzie
0.

Uwaga: −M mo»na traktowa¢ jako wektor styczny do póªgrupy operato-
rów T (t)f(x) = exp(−tx2)f(x) dla t ≥ 0. Jednak»e T (t) jako operator na C∞

jest odwracalne, ale nie jest operatorem odwracalnym na klasie Schwartza, wi¦c
M nie wyznacza podgrupy jednoparametrowej w grupie operatorów liniowych
ci¡gªych na klasie Schwartza. Równie» D nie wyznacza podgrupy jednopa-
rametrowej na klasie Schwartza (trudniejsze). iD, iM , J generuj¡ podgrup¦
trójwymiarow¡ grupy operatorów liniowych ci¡gªych na klasie Schwartza, ale to
wymaga dodatkowych wiadomo±ci (transformacja Fouriera lub analiza funkcjo-
nalna)

Klas¡ Schwartza nazywamy podprzestrze« C∞ tak¡ »e wszystkie póªnormy
φn,k(f) = supx |xn∂kxf | dla naturalnych n i k s¡ sko«czone.
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