Przypominam definicje algebry Liego: algebra Liego nad pierscieniem R to
modul nad R 7 operacja [z, y] (nawiasem Liego) spelniajacym:

[c1m1 + cox,y] = c1]@r, Y] + c2[z2, Y]

[z, c1y1 + caye] = c1lx, y1] + cofz, Yo
[x,y] = *[y,l'}
[.%, [ya Z]] = Hxay}a Z] + [3:7 [y> Z]]

Pierwsze dwa warunki to dwuliniowo$¢, trzeci to antysymetria (w charak-
terystyce 2 nalezeloby pisa¢ [z,z] = 0), za$ czwarty nosi nazwe tozsamosci
Jacobiego.

Przypominam ze D jest rézniczkowaniem algebry Liego A jesli D jest R-
liniowe i spelnia wzor Leibnitza: D[z, y] = [Dz,y] + [z, Dy].

1. Sprawdzi¢ ze jesli A jest (raczej nieprzeminng) algebra laczna nad R to
A z nawiasem Liego wprowadzonym wzorem [X,Y] = XY — Y X jest algebra
Liego. (W szczegblnosci algebra Liego grupy Liego tak jak definiowali$my ja na
wykladzie jest algebra Liego).

2. Sprawdzi¢ ze suma prosta algebr Liego A; i As zdefinowana jako ich
suma prosta jako moduléw z nawiasem Liego po sktadowych [(z1,x2), (y1,¥y2)] =
([x1,91], [r2,y2]) jest algebra Liego. Sprawdzié¢ ze jesli B jest R-linjowym od-
wzorowaniem z A; w rézniczkowania As speliajacym B([z,y]) = B(z)B(y) —
B(y)B(z) (tzn. B jest homomorfizmem algebr Liego) to wzor

(w1, 22), (y1,y2)] = ([21, 1], = (B(y1))z2 + (B(21))y2 + [y1,92])

zadaje nawias Liego na sumie prostej A; i A jako modutéw. Sume prostg A
i As jako modutéw z takim nawiasem Liego nazywamy produktem potprostym
algebr Liego. Oczywiscie produktem poétprosty zalezy od wyboru odwzorowania
B.

3. Pokazaé ze algebra Liego A jest produktem polprostym wtedy i tylko
wtedy gdy A zawiera dwa podmoduly A; i A, takie ze A = A; & Ay jako
modul, A; jest podalgebra (tzn. dla =,y € A; rowniez [z,y] € A;) idla z € A,
y € As mamy [z,y] € As.

4. Wyznaczy¢ prawostronnie niezminnicze pola wektorowe na grupie ma-
cierzy ortogonalych 3 x 3. Dla tej grupy i grup z zadania 3 listy 2 wyznaczy¢
nawias Liego.

5. Pokaza¢ ze dla grup macierzowych nawias Liego jest zadany wzorem
[X,Y] = XY — Y X gdzie XY i YX s3 iloczynami macierzy.

Wskazowka: Uzy¢ wzor X f(x) = Ouf (z exp(tX))|i=o 1 najpierw pokazaé ze
[X,Y] = 0,0s(exp(tX) exp(sY) — exp(tY) exp(tX))|s,1=0

6 Niech A bedzie nieskoriczenie wymiarowy przestrzenia wektorowa z baza
X,Y1,...,Y,,.... Na A zadajemy nawias Liego wzorem [X,Y;] = —[V;, X] =
Yit1 zas [Y;,Y;] = 0. Sprawdzi¢ ze to nam zadaje algebre Liego i ze A jest
generowana przez X i Y] (tzn. najmniejsza podalgebra Liego A zawierajaca X
1Y) jest rowna A).

Definicja: Algebra Liego g jest prosta jesli jedyne podprzestrzenie g nie-
zmiennicze na dzialanie wszystkich operatorow ad,, = € g to g i {0}.

7. Pokazaé ze nastepujace algebry Liego sa proste: algebra Liego rzeczywi-
stych (lub zespolonych) macierzy 2 x 2 o §ladzie 0, algebra zespolonych macierzy



antyhermitowskich 2 x 2 o §ladzie 0, algebra rzeczywistych macierzy antysyme-
trycznych 3 x 3 o §ladzie 0.

8. Niech Df = 02f, M f(x) = 22 f(z), Jf(z) = 22(0, f)(z) + f(x). Pokazac
ze operatory D, M, J rozpinaja rzeczywista algebre Liego (z komutatorem jako
nawiasem Liego). Podobnie iD, iM, J rozpinaja rzeczywista algebre Liego.
Sprawdzi¢ ze te dwie algebry sg izomorficzne z algebra macierzy 2 x 2 o $ladzie
0.

Uwaga: —M mozna traktowaé jako wektor styczny do pélgrupy operato-
row T'(t)f(x) = exp(—ta?)f(z) dla t > 0. Jednakze T'(t) jako operator na C*>°
jest odwracalne, ale nie jest operatorem odwracalnym na klasie Schwartza, wiec
M nie wyznacza podgrupy jednoparametrowej w grupie operatoréw liniowych
cigglych na klasie Schwartza. Rowniez D nie wyznacza podgrupy jednopa-
rametrowej na klasie Schwartza (trudniejsze). <D, iM, J generuja podgrupe
tréjwymiarowa grupy operatoréw liniowych ciagltych na klasie Schwartza, ale to
wymaga dodatkowych wiadomosci (transformacja Fouriera lub analiza funkcjo-
nalna)

Klasa Schwartza nazywamy podprzestrzen C'*° taka ze wszystkie poinormy
bn.i(f) = sup, [#"0F f| dla naturalnych n i k sa skoriczone.



