
1. Niech I b¦dzie ideaªem algebry Liego A nad ciaªem K, za± x ∈ A elemen-
tem takim »e A rozkªada si¦ na sum¦ podprzestreni wªasnych adx. Dokªadniej,
de�nujemy Aλ = {v ∈ A : adx(v) = λv} i zakªadamy »e A = ⊕λAλ. Pokaza¢ »e
I = ⊕λ(I ∩Aλ). Podobnie, je±li mamy zbiór S operatorów, λ s¡ funkcjami z S
w K, Aλ = {v ∈ A : ∀x∈Sadx(v) = λ(x)v}.

2. Dla algebry macierzy n na n opisa¢ opisa¢ wspólne podprzestrzenie wªasne
(jak w drugiej cz¦±ci zadania 1) dla S b¦d¡cego zbiorem macierzy diagonalnych.
Podobnie, dla algebry macierzy antysymerycznych na ciaªem liczb zespolonych
i S b¦d¡cego zbiorem macierzy z blokami postaci:(

0 λ
−λ 0

)
na diagonali. λ jest tu dowoln¡ liczb¡ rzeczywist¡. Pozadiagonalne bloki s¡
zerami.

3. Bazuj¡c na wyniku zadania 2 pokaza¢ »e algebra macierzy n na n o ±ladzie
0 jest prosta. Podobnie, algebra macierzy antysymetrycznych o ±ladzie 0 jest
prosta.

4. Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ podprzestrzni¡ przestrzeni wie-
lomianów na Rn. Zakªadamy »e V jest zamkni¦ta na przesuni¦cia. Poka-
za¢ »e Rn ⊕ V z komutatorem zadanym przez równo±ci [(v1, 0), (v2, 0)] = 0,
(0, p1), (0, p2)] = 0, [(v, 0), (0, p)] = ∂vp gdzie ∂v jest pochodn¡ kierunkow¡ w
kierunku v jest nilpotentn¡ algebr¡ Liego. Wyznaczy¢ odpowiadaj¡c¡ jej grup¦
Liego.

Wskazówka: Ta algebra jest produktem póªprostym.
5. Na przestrzeni V macierzy anyhermitowskich (tzn. takich »e A∗ = −A)

2 na 2 o ±ladzie 0 zadajemy iloczyn skalarny wzorem (A,B) = Tr(AB∗) Spraw-
dzi¢ »e je±li dla g ∈ SU(2) zadamy dziaªanie na V wzorem: A 7→ gAg1− to to
dziaªanie daje homomor�zm z SU(2) na spójn¡ skªadow¡ jedynki w grupie orto-
gonalnej przestrzeni V . To odwzorowanie ma j¡dro I,−I (czyli jest dwukrotnym
nakryciem).

6. Przestrze« rzutowa P (K,n) nad ciaªem K to iloraz Kn+1 − 0 w którym
uto»samiamy x z λx dla dowolnego λ 6= 0. Macierze n + 1 na n + 1 nad K
w naturalny sposób dziaªaj¡ na P (K,n). Wyznaczy¢ orbity dziaªania SL(2,R)
i macierzy górnotrójk¡tnych na P (C, 1). Pokaza¢ »e macierze górnotrójk¡tne
dziaªaj¡ tranzytywnie na orbitach SL(2,R) maksymalnego wymiaru.
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