1. Niech A = R™ @ A2(R"™) gdzie Ao jest druga potega zewnetrzna. Na A
definiujemy nawias Liego wzorem [(z1,¥1), (22, y2)] = (0,21 Azs). Pokazaé 7e A
jest izomorficzna z wolna nilpotentna algebra Liego dtugosci 2 o n generatorach.

2. Produkt wolny R-algebr Liego A; i As definujemy jako taka R-algebre
Liego B z wlozeniami ¢; : A; — B, i = 1,2 ze dla dowolnej R-algebry Liego C i
dowolnych homomorfizméw R-algebr Liego h; : A; — C, i = 1,2 istnieje doktad-
nie jeden homomorfizm R-algebr Liego h : B — C, taki ze h; = ho;. Uogo6lni¢
defincje na dowolng, niekoniecznie skoriczong rodzine algebr. Pokazaé ze pro-
dukt wolny istnieje. Ponadto pokaza¢ ze produkt wolny odpowiedniej liczby
kopii pierécienia R traktowanego jako R-algebra Liego z zerowym komutatorem
spelnia naturalna definicje wolnej algebry Liego (sformultowac ta definicje).

Porzypominam ze jesli pier§cienn przemienny z jedynka S jest algebra nad R,
za$§ G jest R-algebra Liego to S ®pr G posiada naturalng strukture S-algebry
Liego (méwimy ze S®p G jest otrzymane z G przez rozszerzenie skalarow). Jesli
S jest modulem wolnym nad R to G mozna naturalnie utozsamic¢ z podzbiorem
S ®r G (w ogblym przypadku dostaniemy naturalne "wlozenie” ktore nie musi
by¢ roznowartosciowe).

3. Opisa¢ strukture S ®r G jedli R to liczby rzeczywiste zas S to liczby
zespolone. W szczegdlnodci, co wyjdzie jesli G to:

e algebra rzeczywistych macierzy 2 x 2 o §ladzie 0
e algebra zespolonych macierzy 2 x 2 o $ladzie 0
e algebra zespolonych macierzy antyhermitowskich 2 x 2 o §ladzie 0

4. Niech p bedzie wielomianem nierozktadalnym nad Q stopnia n z najwyz-
szym wyrazem 1. Macierz M, wyglada nastepujaco:
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Pokazac ze w Q[z]/pQ[x] istnieje baza taka ze M, odpowiada mnozeniu przez z,
ize Q" jest modulem prostym dla Q-algebry tacznej A generowanej przez M, zas
p jest wielomianem minimalnym dla M, (tzn. p(M,) =0 1i p jest wielomianem
minimalnego stopnia o tej wlasnosci). Ponadto A jest cialem.

Przypominam ze dla R-algebry Liego L odwzorowanie D : L — L ktoére
jest homomorfizmen R-moduléw nazywamy rozniczkowaniem jesli dla dowol-
nych x,y € L zachodzi D[z,y] = [Dz,y] + [z, Dy].

5. Pokazaé ze ad odwzorowuje L na ideal w algebrze Liego rézniczkowari.

6. Pokazaé 7e jesli D jest rozniczkowaniem skoniczenie wymiarowej rozwia-
zalnej algebry Liego L nad cialem charakterystyki 0 to dla dowolnego = € L
operator adp, jest nilpotentny.

Wskazowka: Algebra rézniczkowan generowana przez D i L jest rozwigzalna.

Przypominam ze algebre Liego nazywamy polprosta jesli nie zawiera nietry-
wialnych idealéw rozwiazalnych.

7. Pokaza¢ ze skoriczenie wymiarowa algebra polprosta nad cialem charak-
terystyko O jest suma prosta algebr prostych.



8. Niech V bedzie skoiiczenie wymiarowa algebra Liego nad cialem K al-
gebraicznie domknietym charakterystyki 0, L algebra Liego endomorfizméw V.
Zakladamy ze V jest modutem prostym dla L i L nie zawiera operatora iden-
tycznosciowego. Wtedy L jest polprosta.

Wskazéwka: Powtoérzyé fragment dowodu twierdzenia Liego.

9. Jedli D jest rézniczkowaniem skoriczenie wymiarowej algebry poélprostej
L nad cialem charakterystyki 0, to istnieje x € L taki ze D = ad,.

Wskazowka: Dla algebr prostych nad ciatem algebraicznie domknietym wy-
nika to z poprzedniego zadania.

10. Niech R = R[X]/(X?) (tzn. R jest rozszerzeniem R o elemet x taki
ze 22 = 0), L jest R-algebra Liego i niech L = R®p L. Pokazac ze jesli D
jest rozniczkowaniem L, to wzor A(s + xt) = s + x(t + D(s)) gdzie s,t € L
(za$ L utozsamiamy z podzbiorem L), zadaje automorfizm L. Ponadto, kazdy
automorfizm L ktory jest tozsamoscia na L /xL jest takiej postaci.



