
1. Niech A = Rn ⊕ Λ2(Rn) gdzie Λ2 jest drug¡ pot¦g¡ zewn¦trzn¡. Na A
de�niujemy nawias Liego wzorem [(x1, y1), (x2, y2)] = (0, x1∧x2). Pokaza¢ »e A
jest izomor�czna z woln¡ nilpotentn¡ algebr¡ Liego dªugo±ci 2 o n generatorach.

2. Produkt wolny R-algebr Liego A1 i A2 de�nujemy jako tak¡ R-algebr¦
Liego B z wªo»eniami ιi : Ai 7→ B, i = 1, 2 »e dla dowolnej R-algebry Liego C i
dowolnych homomor�zmów R-algebr Liego hi : Ai 7→ C, i = 1, 2 istnieje dokªad-
nie jeden homomor�zm R-algebr Liego h : B 7→ C, taki »e hi = h ◦ ιi. Uogólni¢
de�ncj¦ na dowoln¡, niekoniecznie sko«czon¡ rodzin¦ algebr. Pokaza¢ »e pro-
dukt wolny istnieje. Ponadto pokaza¢ »e produkt wolny odpowiedniej liczby
kopii pier±cienia R traktowanego jako R-algebra Liego z zerowym komutatorem
speªnia naturaln¡ de�nicj¦ wolnej algebry Liego (sformuªowa¢ t¡ de�nicj¦).

Porzypominam »e je±li pier±cie« przemienny z jedynk¡ S jest algebr¡ nad R,
za± G jest R-algebr¡ Liego to S ⊗R G posiada naturaln¡ struktur¦ S-algebry
Liego (mówimy »e S⊗RG jest otrzymane z G przez rozszerzenie skalarów). Je±li
S jest moduªem wolnym nad R to G mo»na naturalnie uto»sami¢ z podzbiorem
S ⊗R G (w ogólym przypadku dostaniemy naturalne �wªo»enie� które nie musi
by¢ ró»nowarto±ciowe).

3. Opisa¢ struktur¦ S ⊗R G je±li R to liczby rzeczywiste za± S to liczby
zespolone. W szczególno±ci, co wyjdzie je±li G to:

• algebra rzeczywistych macierzy 2× 2 o ±ladzie 0

• algebra zespolonych macierzy 2× 2 o ±ladzie 0

• algebra zespolonych macierzy antyhermitowskich 2× 2 o ±ladzie 0

4. Niech p bedzie wielomianem nierozkªadalnym nad Q stopnia n z najwy»-
szym wyrazem 1. Macierz Mp wygl¡da nast¦puj¡co:

0 0 . . . −p0
1 0 . . . −p1
0 1 0 . . .
. . .
0 . . . 1 −pn−1

 .

Pokaza¢ »e w Q[x]/pQ[x] istnieje baza taka »eMp odpowiada mno»eniu przez x,
i »e Qn jest moduªem prostym dla Q-algebry ª¡cznej A generowanej przezMp za±
p jest wielomianem minimalnym dla Mp (tzn. p(Mp) = 0 i p jest wielomianem
minimalnego stopnia o tej wªasno±ci). Ponadto A jest ciaªem.

Przypominam »e dla R-algebry Liego L odwzorowanie D : L 7→ L które
jest homomor�zmen R-moduªów nazywamy ró»niczkowaniem je±li dla dowol-
nych x, y ∈ L zachodzi D[x, y] = [Dx, y] + [x,Dy].

5. Pokaza¢ »e ad odwzorowuje L na ideaª w algebrze Liego ró»niczkowa«.
6. Pokaza¢ »e je±li D jest ró»niczkowaniem sko«czenie wymiarowej rozwi¡-

zalnej algebry Liego L nad ciaªem charakterystyki 0 to dla dowolnego x ∈ L
operator adDx jest nilpotentny.

Wskazówka: Algebra ró»niczkowa« generowana przez D i L jest rozwi¡zalna.
Przypominam »e algebr¦ Liego nazywamy póªprost¡ je±li nie zawiera nietry-

wialnych ideaªów rozwi¡zalnych.
7. Pokaza¢ »e sko«czenie wymiarowa algebra póªprosta nad ciaªem charak-

terystyko 0 jest sum¡ prost¡ algebr prostych.
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8. Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ algebr¡ Liego nad ciaªem K al-
gebraicznie domkni¦tym charakterystyki 0, L algebr¡ Liego endomor�zmów V .
Zakªadamy »e V jest moduªem prostym dla L i L nie zawiera operatora iden-
tyczno±ciowego. Wtedy L jest póªprosta.

Wskazówka: Powtórzy¢ fragment dowodu twierdzenia Liego.
9. Je±li D jest ró»niczkowaniem sko«czenie wymiarowej algebry póªprostej

L nad ciaªem charakterystyki 0, to istnieje x ∈ L taki »e D = adx.
Wskazówka: Dla algebr prostych nad ciaªem algebraicznie domkni¦tym wy-

nika to z poprzedniego zadania.
10. Niech R̃ = R[X]/(X2) (tzn. R̃ jest rozszerzeniem R o elemet x taki

»e x2 = 0), L jest R-algebr¡ Liego i niech L̃ = R̃ ⊗R L. Pokaza¢ »e je±li D
jest ró»niczkowaniem L, to wzór A(s + xt) = s + x(t + D(s)) gdzie s, t ∈ L
(za± L uto»samiamy z podzbiorem L̃), zadaje automor�zm L̃. Ponadto, ka»dy
automor�zm L̃ który jest to»samo±ci¡ na L̃/xL jest takiej postaci.
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