
Zadania 1 do 9 daj¡ dowód wa»nego wzoru Bakera-Campbella-Hausdor�a.
Cz¦±¢ materiaªu pojawaªa si¦ ju» na wykªadzie i na ¢wiczeniach, powtarzam to
dla kompletno±ci. Zadanie 2 to twierdzenie Poincarego-Birkho�a-Wita.

1. Niech A b¦dzie algebr¡ Liego która jest moduªem wolnym z baz¡ {ei}i∈I
nad pier±cieniem podstawowym R. Zakªadamy »e na I zadany jest porz¡dek
liniowy. Niech J b¦dzie zbiorem niemalej¡cych ci¡gów sko«czonych z I, tzn, ele-
mentów α postaci (i1, i2, . . . , in) gdzie i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ in. Z de�nicji ci¡g pusty
jest elementem J . NiechM b¦dzie moduªem wolnym nad R generowanym przez
J . Na M chcemy zde�niowa¢ dziaªanie A. Wystarczy to zrobi¢ na bazach A i
M . Dziaªanie na bazieM okre±lamy indukcyjnie wzgl¦dem dªugo±ci elementu α
bazyM . Je±li α jest ci¡giem pustym to eiα = (i). Zakªadaj¡c »e zde�niowali±my
dziaªanie na ci¡gach dªugo±ci n−1 na ci¡gach dªugo±ci n de�nujemy dziaªanie na-
st¦puj¡co: je±li α = (i1, i2, . . . , in) i i ≤ i1 to eiα = (i, i1, i2, . . . , in), je±li i > ii
to piszemy [ei, ei1 ] =

∑
k ckek i eiα = ei1ei(i2, . . . , in) +

∑
k ckek(i2, . . . , in).

Sprawdzi¢ »e:

• eiα jest dobrze zde�niowan¡ operacj¡

• powy»sza de�nicja faktycznie zadaje dziaªanie

• M z tym dziaªaniem jest wolnym moduªem Liego generowanym przez po-
jedy«czy element (ci¡g pusty).

Przypominam »e uniwersalna algebra obwiednia algebry Liego A jest zde�-
niowana jako taka algebra ª¡czna E(A) z odwzorowaniem ι : A 7→ E(A) które
jest homomor�zmen z A w E(A) traktowane jako algebra Liego (z komutato-
rem jako nawiasem Liego), »e ka»dy homomor�zm h z A w algebr¦ ª¡czn¡ B
traktowan¡ jako algebr¦ Liego jest postaci h = g◦ι gdzie g jest homomor�zmem
E(A) w B (homomor�zm algber ªacznych).

2. Pokaza¢ »e je±li A jest jak w zadaniu wy»ej to elementy postaci

ι(ei1)ι(ei2) . . . ι(ein)

gdzie i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ in stanowi¡ baz¦ E(A) (ci¡g pusty daje jedynk¦). W
szczególno±ci ι jest ró»nowarto±ciowe.

Wskazówka: E(A) odwzorowuje si¦ w ª¡czn¡ algebr¦ endomor�zmów M
traktowanego jako R moduª.

3. Niech G b¦dzie grup¡ Liego z algebr¡ Liego L, i niech D b¦dzie algebr¡
operatorów ró»niczkowych naG niezmienniczych na przesuni¦cia z prawej strony
(mno»enie to skªadanie operatorów). Pokaza¢ »e algebra obwiednia E(L) jest
izomor�czna z D.

Wskazówka: Rozpatrzy¢ dziaªanie elementów D na jednomiach w ukªadzie
wpóªrz¦dnych.

4. Pokaza¢ »e je±li L1 i L2 s¡ algebrami Liego to E(L1⊕L2) jest izomor�czne
z produktem tensorowym E(L1)⊗ E(L2) z dziaªaniem po skªadowych.

5. Dla algebry przemiennej L algebra E(L) jest izomor�czna z algebr¡ wie-
lomianów (dokªadniej z algebr¡ symetryczn¡).

6. Niech L b¦dzie algebr¡ Liego nad R. Istnieje taki homomor�zm Λ :
E(A) 7→ E(A)⊗E(A) »e dla ka»dego x ∈ L mamy Λ(ι(x)) = ι(x)⊗1 + 1⊗ ι(x).
Ponadto, je±li R jest ciaªem charakterystyki 0 to ι(L) = {y ∈ E(A) : Λ(y) =
y ⊗ 1 + 1⊗ y}.
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Wskazówka: Λ odpowiada diagonalnemu wªo»eniu L w L⊕ L. Drug¡ cz¦±¢
pokaza¢ najpierw dla algebry przemiennej, potem pokaza¢ »e dla nieprzemien-
nego L odwzorowanie Λ ró»ni si¦ tylko o czªony ni»szego rz¦du.

Wielokrotny komutator [x1, x2, . . . , nn] de�nujemy rekurencyjnie jako

[x1, [x2, . . . , nn]].

7. Niech N b¦dzie moduªem wolnym nad R za± T (N) algebr¡ tensorow¡
(woln¡ algebr¡ ª¡czn¡) nad N . Niech L b¦dzie podalgebr¡ Liego T (N) gene-
rowan¡ przez N . Pokaza¢ »e L jest woln¡ algebr¡ Liego generowan¡ przez N
za± T (N) jest jej uniwersaln¡ algebr¡ obwiedni¡. Niech D b¦dzie odzorowaniem
T (N) w T (N) które na tensorach rz¦du n jest zadane wzorem D(x1⊗· · ·⊗xn) =
[x1, . . . , xn] gdzie xi ∈ N za± [x1, . . . , xn] to wielokrotny komutator. Pokaza¢ »e
dla y ∈ L które s¡ jednorodne rz¦du n mamy D(y) = ny.

Wskazówka: W drugiej cz¦±ci najpierw indukcyjnie pokaza¢ »e dla x ∈ L,
y ∈ T (N) mamy D(x ⊗ y) = [x,D(y)]. Potem zauwa»y¢ »e dla x, y ∈ L mamy
D([x, y]) = [D(x), y] + [x,D(y)] i jeszcze raz u»y¢ indukcj¦.

De�nicja: Niech V bedzie przestrzeni¡ wektorow¡, za± L ⊂ T (V ) woln¡
algebr¡ Liego nad V . Szeregiem Liego nazywamy formaln¡ sum¦

∑∞
k=1 ak gdzie

ak ∈ L jest tensorem jednorodnym rz¦du k. Podobnie, je±li ak ∈ T (V ) s¡
jednorodne rz¦du k to formaln¡ sum¦ powy»ej nazywamy formalym szeregiem
pot¦gowym. Zbiór szeregów formalnych oznaczymy przez T̃ (V ). T̃ (V ) jest
uzupeªnieniem T (V ) w metryce d(x, y) = 2−n gdzie n jest minimalnym rz¦dem
skªadowej jednorodnej x− y (je±li x = y to d(x, y) = 0).

8. Niech V b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ nad Q. Sprawdzi¢ »e je±li x jest ele-
mentem T̃ (V ) ze skªadow¡ jednorodn¡ rz¦du 0 równ¡ 0 to exp(x) =

∑∞
k=0 x

k/(k!)
jest dobrze zde�niowane. Podobnie log(1 +x) =

∑∞
k=1(−1)k+1xk/k jest dobrze

zde�nowane. Ponadto exp(log(1 + x)) = 1 + x i log(exp(y)) = y za± je±li x i y
komutuj¡ to exp(x+ y) = exp(x) exp(y).

Wskazówka: Aby pokaza¢ »e log(exp(y)) = y zde�niowa¢ ró»niczkowanie i
obliczy¢ pochodn¡ log(exp(ty)).

9. Niech V b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ nad Q z baz¡ {x, y}. Pokaza¢ »e
M(x, y) = log(exp(x) exp(y)) jest szeregiem Liego. Ponadto

M(x, y) =

∞∑
k=1

(−1)k+1

k

∑
αi+βi≥1

[xα1 , yβ1 , . . . , xαk , yβk ]

(α1 + β1 + · · ·+ βk)α1!β1! . . . βk!

gdzie
[xα1 , yβ1 , . . . , xαk , yβk ] = adα1

x adβ1
y . . . adαk

x y

dla βk = 1. Je±li βk > 1 to powy»sze wyra»enie jest równe 0, za± dla βk = 0
mamy podobny wzór z ostatnim czªonem równym x. Powy»szy wzór nazywamy
wzorem Campbella-Bakera-Hausdor�a.

Wskazówka: Aby pokaza¢ »e M(x, y) jest szeregiem Liego pokaza¢ »e

Λ̃(exp(M(x, y))) = exp(M(x, y))⊗ exp(M(x, y)),

przej±¢ do logarytmów i zastosowa¢ kryterium z zadania 6. Wzór otrzymamy
teraz rozwijaj¡c zªo»enie wzgl¦dem x i y i stosuj¡c zadanie 7.

10. Pokaza¢ »e je±li G jest grup¡ Liego z gªadkim mno»eniem za± L jest
algebr¡ Liego G to mno»enie w G w pewnym otoczeniu 1 we wspóªrz¦dnych
exponencjalnych jest zadane wzorem Campbella-Bakera-Hausdor�a.
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Wskazówka: Pokaza¢ »e wzór zadaje lokanie zde�niowane dziaªanie które
jest ª¡czne o ile odpowienie produkty s¡ dobrze zde�niowane (jest to tak zwana
lokalna grupa Liego). Potem u»y¢ twierdzenie Frobeniusa, podobnie jak w do-
wodzie o istnieniu podgrupy i jedyno±ci grupy zwi¡zanej z algebr¡.

Uwaga1: To pokazuje »e na gªadkiej grupie Liego mo»na wprowadzi¢ struk-
tur¦ analityczn¡.

Uwaga2: Je±li L jest przesteni¡ Banacha za± komutator jest ci¡gªy to wzór
Campbella-Bakera-Hausdor�a zadaje szereg zbie»ny w pewnym otoczeniu 0 w
L. Jednak»e, istniej¡ niesko«czenie wymiarowe L takie »e nie odpowiada im
grupa Banacha-Liego (rozmaito±¢ Banacha z analitycznym mno»eniem), a wi¦c
sama zbie»no±¢ szeregu nie wystarcza do pokazania istnienia grupy.

11. Pokaza¢ »e dla algebry nilpotentej szereg Campbella-Bakera-Hausdor�a
jest wielomianem i wywnioskowa¢ st¡d istnienie grupy. Dla algebr dªugo±ci 2
i 3 poda¢ jawny wzór (tzn. pomijaj¡cy wyrazy szeregu równe zeru dla takich
algebr).

Form¦ dwuliniow¡ φ na algebrze Liego nazywamy form¡ niezmiennicz¡ je±li
φ([x, y], z) + φ(y, [x, z]) = 0.

12. Je±li L jest algebr¡ Liego and ciaªemi K, V jest moduªem Liego nad
L który jest sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡ nad K to forma
KV (x, y) = Tr(ρ(x)ρ(y)) gdzie ρ(x) : V 7→ V jest dziaªaniem x, jest symetryczn¡
form¡ niezmiennicz¡ na L.

13. Pokaza¢ »e je±li L jest sko«czenie wymiarow¡ prost¡ algebr¡ Liego nad
ciaªem charakterystyki 0, to dowolna symetryczna forma niezmiennicza na L
jest wielokrotno±ci¡ formy Killinga. A wi¦c dla nietrywialnego moduªu Liego
nad L forma z zadania 12 jest niezdegenerowana.

14. Pokaza¢ »e je±li L jest sko«czenie wymiarow¡ póªprost¡ algebr¡ Liego
nad ciaªem algebraicznie domkni¦tym charakterystyki 0, e1, . . . , en jest baz¡ L,
f1, . . . , fn jest baz¡ dualn¡ wzgl¦dem formy Killinga (tzn. K(ei, fj) = δi,j)
to element

∑n
i=1 eifi ∈ E(L) le»y w centum E(L). Element ten nazywamy

(uniwersalnym) operatorem Casimira.
Wskazówka: Je±li [x, ei] =

∑n
j ai,jej , [x, fj ] =

∑
bi,jfi to niezmienniczo±¢

implikuje »e ai,j + bi,j = 0.
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