Zadania 1 do 9 daja dowod waznego wzoru Bakera-Campbella-Hausdorffa.
Czes¢ materiatu pojawala sie juz na wykladzie i na éwiczeniach, powtarzam to
dla kompletnosci. Zadanie 2 to twierdzenie Poincarego-Birkhoffa-Wita.

1. Niech A bedzie algebra Liego ktora jest modulem wolnym z baza {e; }icr
nad pier§cieniem podstawowym R. Zakladamy ze na I zadany jest porzadek
liniowy. Niech J bedzie zbiorem niemalejacych ciagéw skoniczonych z I, tzn, ele-
mentéow « postaci (i1, 1z, . ..,i,) gdzie i1 <ig < --- < 1i,. Z definicji ciag pusty
jest elementem J. Niech M bedzie modutem wolnym nad R generowanym przez
J. Na M chcemy zdefiniowaé¢ dziatanie A. Wystarczy to zrobi¢ na bazach A i
M. Dziatanie na bazie M okre§lamy indukcyjnie wzgledem dlugosci elementu «
bazy M. Jesli a jest ciagiem pustym to e;a = (4). Zakladajac ze zdefiniowalisSmy
dziatanie na ciggach dlugosci n—1 na ciggach dtugosci n definujemy dzialanie na-
stepujaco: jesli a = (i1, da,...,1,) 17 < i1 to e;a0 = (4,401,182, ... ,10y), jesli ¢ > 4;
to piszemy [e;, e;,] = >, crer 1 e;a = e€;,€i(la, ..., 0n) + Y cher (i, ... 0n).
Sprawdzié ze:

e c;«a jest dobrze zdefiniowana operacja
e powyzsza definicja faktycznie zadaje dziatanie

e M 7 tym dzialaniem jest wolnym modutem Liego generowanym przez po-
jedynczy element (ciag pusty).

Przypominam ze uniwersalna algebra obwiednia algebry Liego A jest zdefi-
niowana jako taka algebra laczna E(A) z odwzorowaniem ¢ : A — E(A) ktore
jest homomorfizmen z A w E(A) traktowane jako algebra Liego (z komutato-
rem jako nawiasem Liego), ze kazdy homomorfizm h z A w algebre taczna B
traktowang jako algebre Liego jest postaci h = got gdzie g jest homomorfizmem
E(A) w B (homomorfizm algber tacznych).

2. Pokazaé ze jesli A jest jak w zadaniu wyzej to elementy postaci

(e )e(eq,) - tes,)

gdzie iy < ip < --- < 4, stanowia baze E(A) (ciag pusty daje jedynke). W
szczegolnosci ¢ jest réoznowartodciowe.

Wskazowka: E(A) odwzorowuje sie w laczna algebre endomorfizméw M
traktowanego jako R modul.

3. Niech G bedzie grupa Liego z algebra Liego L, i niech D bedzie algebra
operatorow rézniczkowych na G niezmienniczych na przesuniecia z prawej strony
(mnozenie to skladanie operatoréw). Pokazaé ze algebra obwiednia F(L) jest
izomorficzna z D.

Wskazowka: Rozpatrzy¢ dzialanie elementéw D na jednomiach w uktadzie
wpolrzednych.

4. Pokazac ze jesli Ly 1 Lo s algebrami Liego to E(L; @ L) jest izomorficzne
z produktem tensorowym F(L;) ® F(Ls) z dzialaniem po sktadowych.

5. Dla algebry przemiennej L algebra E(L) jest izomorficzna z algebra wie-
lomianéw (dokladniej z algebra symetryczna).

6. Niech L bedzie algebra Liego nad R. Istnieje taki homomorfizm A :
E(A) — E(A)® E(A) ze dla kazdego x € L mamy A(c(z)) = 1(z) @1+ 1® ().
Ponadto, jesli R jest cialem charakterystyki 0 to «(L) = {y € E(A) : Aly) =
y1+1y}.



Wskazéwka: A odpowiada diagonalnemu wlozeniu L w L & L. Druga czesé
pokaza¢ najpierw dla algebry przemiennej, potem pokazaé ze dla nieprzemien-
nego L odwzorowanie A rézni sie tylko o czlony nizszego rzedu.

Wielokrotny komutator [z1, 2, ..., n,] definujemy rekurencyjnie jako

[1,[T2, ..., n4.]]-

7. Niech N bedzie modutem wolnym nad R za$ T(N) algebra tensorowsa
(wolng algebra laczna) nad N. Niech L bedzie podalgebra Liego T(N) gene-
rowang przez IN. Pokazaé ze L jest wolna algebra Liego generowang przez N
za$ T(N) jest jej uniwersalng algebra obwiednia. Niech D bedzie odzorowaniem
T(N) w T(N) ktore na tensorach rzedu n jest zadane wzorem D(z1®- - Q) =
[z1,...,2,] gdzie x; € N za$ [z1, ..., x,] to wielokrotny komutator. Pokazaé ze
dla y € L ktore sa jednorodne rzedu n mamy D(y) = ny.

Wskazoéwka: W drugiej czesci najpierw indukcyjnie pokazaé ze dla = € L,
y € T(N) mamy D(z ® y) = [z, D(y)]. Potem zauwazy¢ ze dla z,y € L mamy
D([z,y]) = [D(x),y] + [z, D(y)] i jeszcze raz uzyé indukcje.

Definicja: Niech V bedzie przestrzenia wektorowa, zas L C T(V) wolna
algebra Liego nad V. Szeregiem Liego nazywamy formalng sume Y - | aj gdzie
ar € L jest tensorem jednorodnym rzedu k. Podobnie, jesli ax € T(V) sa
jednorodne rzedu k to formalng sume powyzej nazywamy formalym szeregiem
potegowym. Zbioér szeregow formalnych oznaczymy przez f’(V) T(V) jest
uzupelnieniem T'(V) w metryce d(z,y) = 27" gdzie n jest minimalnym rzedem
sktadowej jednorodnej x — y (jesli z = y to d(z,y) = 0).

8. Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad Q. Sprawdzié¢ ze jesli x jest ele-
mentem 7'(V') ze sktadowa jednorodna rzedu 0 réwna 0 to exp(z) = 3 po o 2" /(k!)
jest dobrze zdefiniowane. Podobnie log(1+z) = ;= (—=1)*"12* /k jest dobrze
zdefinowane. Ponadto exp(log(1+ x)) = 1+ z i log(exp(y)) = y zas jesli z i y
komutuja to exp(z + y) = exp(x) exp(y).

Wskazowka: Aby pokazaé ze log(exp(y)) = vy zdefiniowac rozniczkowanie i
obliczy¢ pochodna log(exp(ty)).

9. Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad Q z baza {z,y}. Pokazaé ze
M(z,y) = log(exp(z) exp(y)) jest szeregiem Liego. Ponadto

Mz =3 EVE [0y 2o
’ k=1 k it Bi>1 (al +ﬂl++ﬂk)0&1'ﬂllﬂk'
gdzie
[xa17yﬂ1,' ) xak,yﬂ"‘] = adgladgl e adg’“y

dla B = 1. Jesli Bx > 1 to powyzsze wyrazenie jest réwne 0, zas dla Sy = 0
mamy podobny wzér z ostatnim cztonem réwnym z. Powyzszy wzér nazywamy
wzorem Campbella-Bakera-Hausdorffa.

Wskazowka: Aby pokaza¢ ze M(x,y) jest szeregiem Liego pokazaé ze

Alexp(M(z,y))) = exp(M (z,y)) @ exp(M (z,y)),

przej$¢ do logarytmoéw i zastosowaé kryterium z zadania 6. Wzor otrzymamy
teraz rozwijajac zlozenie wzgledem x i y i stosujac zadanie 7.

10. Pokazac ze jesli G jest grupa Liego z gladkim mnozeniem za$ L jest
algebra Liego G' to mnozenie w G w pewnym otoczeniu 1 we wspolrzednych
exponencjalnych jest zadane wzorem Campbella-Bakera-Hausdorffa.



Wskazowka: Pokazaé ze wzor zadaje lokanie zdefiniowane dziatanie ktore
jest taczne o ile odpowienie produkty sa dobrze zdefiniowane (jest to tak zwana
lokalna grupa Liego). Potem uzy¢ twierdzenie Frobeniusa, podobnie jak w do-
wodzie o istnieniu podgrupy i jedyno$ci grupy zwiazanej z algebra.

Uwagal: To pokazuje ze na gltadkiej grupie Liego mozna wprowadzié¢ struk-
ture analityczna.

Uwaga2: Jedli L jest przestenia Banacha za$ komutator jest ciagly to wzor
Campbella-Bakera-Hausdorffa zadaje szereg zbiezny w pewnym otoczeniu 0 w
L. Jednakze, istnieja nieskonczenie wymiarowe L takie ze nie odpowiada im
grupa Banacha-Liego (rozmaito$¢ Banacha z analitycznym mnozeniem), a wiec
sama zbieznoé¢ szeregu nie wystarcza do pokazania istnienia grupy.

11. Pokaza¢ ze dla algebry nilpotentej szereg Campbella-Bakera-Hausdorffa
jest wielomianem i wywnioskowaé stad istnienie grupy. Dla algebr dtugosci 2
i 3 poda¢ jawny wzor (tzn. pomijajacy wyrazy szeregu rowne zeru dla takich
algebr).

Forme dwuliniowg ¢ na algebrze Liego nazywamy forma niezmiennicza jesli
o([z, 9], 2) + &(y, [z, 2]) = 0.

12. Jedli L jest algebrg Liego and cialemi K, V jest modutem Liego nad
L ktory jest skoriczenie wymiarowa przestrzenig wektorowa nad K to forma
Ky (z,y) = Tr(p(x)p(y)) gdzie p(x) : V +— V jest dzialaniem x, jest symetryczna
forma niezmiennicza na L.

13. Pokazaé ze jesli L jest skoniczenie wymiarowa prosta algebra Liego nad
cialem charakterystyki 0, to dowolna symetryczna forma niezmiennicza na L
jest wielokrotnosciag formy Killinga. A wiec dla nietrywialnego modutu Liego
nad L forma z zadania 12 jest niezdegenerowana.

14. Pokaza¢ ze je§li L jest skonczenie wymiarowa polprosta algebra Liego
nad cialem algebraicznie domknietym charakterystyki 0, eq, ..., e, jest baza L,
fi,..., fn jest baza dualng wzgledem formy Killinga (tzn. K(e;, f;) = 6&;;)
to element Y . e;f; € E(L) lezy w centum E(L). Element ten nazywamy
(uniwersalnym) operatorem Casimira.

Wskazowka: Jesli [z, e;] = D7 aijej, [z, fi] = > bijfi to niezmienniczo$c
implikuje ze a; ; + b; ; = 0.



