Niech A bedzie skonczenie wymiarowa potprosta algebrag Liego nad ciatem
algebraicznie domknietymi F' charakterystki 0 i niech C' bedzie podalgebra Car-
tana w C'. Mamy wtedy rozktad

A=C ] @QEAAQ
gdzie A={a:a#0,4, # {0}}.

Lemat 0.1 Jeslie € A,, f € A_o, h = [e, f], B # 0, Ag # {0} to istnieje
liczba wymierna rq g zalezna od o, lecz niezalezna od wyboru e, f, taka ze
B(h) = ra,palh).

Dowod: Niech V = ®nezAgina. V jest ade,ady i ady niezmiennicza. Skoro
h = [e, f] to Try(adp) = 0. Czyli

3" (B(R) + na(h)) dim(Agna) = 0

nez

czyli
B(h) Z dim(Agina) = —a(h) Z ndim(Agina)
nez nez
i
ZnGZ ndim<AB+noc)
h)=— h

B ZnEZ dim(Agina) o(h)

o

Lemat 0.2 Jesli A jest algebrg Liego nad ciatem charakterystyki 0, takq Ze
A =[A, A] to forma Killinga A jest niezerowa.

Dowéd: Bez zmniejszania ogélnodci mozna zaktadaé ze ciato podstawowe
jest algebraicznie domkniete. Niech C' bedzie podalgebra Cartana w A. Mamy

A=6&,A.

gdzie Ay = C. Poniewaz dla 8 # —a mamy [A,, Ag] C A.1p zalozenie ze
[A, A] = A implikuje ze C' = lin[A,, A_,]. W szczegolnosci istnieje o, e € A,
f e A_, takie ze h = [e, f] # 0. Z lematu 0.1 wynika teraz ze

K(h,h) =" p(h)*dim(Ag) = a(h)* Y rZ 5 dim(Ag).
B B

Suma powyzej jest suma liczb dodatnich, czyli K'(h, h) = 0 implikuje ze a(h) = 0
i konsekwentnie dla dowolnego § takiego ze Ag # 0 mamy B(h) = 0. C jest
rozpinane przez wektory h jak wyzej, gdyby dla dowolnego takiego h zachodzito
K(h,h) = 0 to jedynym « takim ze A, # {0} byloby 0, czyli A = C bylaby
nilpotentna. Lecz to przeczyloby warunkowi [A4, A] = A. o

Twierdzenie 0.3 (Kryterium Cartana). Jesli A jest skoriczenie wymiarowg
algebrg Liego nad ciatem charakterystyki 0 to

o A jest rozwigzalna wtedy i tylko wtedy gdy A jest ortogonalne do [A, A
wzgledem formy Killinga



o A jest potprosta wtedy i tylko wtedy gdy forma Killinga A jest niezdegene-
rowana

Dowdd: Jesli A jest rozwigzalna, to na mocy twierdzenia Liegodlax € A,y €
[A, A] operator adyad, jest nilpotentny, czyli K(z,y) = Tr(ad,ad,) = 0. Jesli
A jest ortogonalne do [A, A] wzgledem formy Killinga, ale A nie jest rozwiazalna
to definiujac Ag = A, Ap41 = [Ax, Ax] dla pewnego k > 1 mielibySmy Ay =
Ap+1 = [Ak, Ak]. Ay sa idealami A, a wiec forma Killinga Ay jest obcieciem
formy Killinga A do Ay. Czyli forma Killinga Ay bytaby zerowa. Ale na mocy
lematu 0.2 jest to niemozliwe, co konczy dowdd pierwszej czesci twierdzenia.

Jesli I C A jest nietrywialnym idealem rozwigzalnym to rozwazajac Iy = I,
Iy11 = [Ig, I] widzimy 7ze A zawieralaby nietrywialny ideal abelowy (takim
ideatem jest It z maksymalnym k takim ze I # {0}. Jesli I jest ideatem
abelowym, z € A, y € I to I jest podprzestrzenia niezmienniczg dla ad, i dla ad,,
czyli I jest nieziennicze dla ad,ad,. Na I mamy ad, = 0 czyli Tr;(ad,ad,) =
0. Skoro ady(A) C I to na przestrzni ilorazowej A/I operator ad, indukuje
operator zerowy i

K(z,y) = Tr(adyady) = Trr(adzady) + TrA/I(a_dza_dy) =0

gdzie ad, i a_dy = 0 sa operatorami na A/I indukownymi przez ad, i ad,. A
wiec gdyby A nie byta poétprosta to forma Killinga K bylaby zdegenerowana.

Pozostaje pokazac ze algebra potprosta ma niezdegenerowang forme Killinga.
Nie wprost, gdyby A byta potprosta, zas K bytaby zdegenerona to I = {x € A :
VyeaK(z,y) = 0} bylby ideatem A z zerows forma Killinga. Na mocy pierwszej
czesci I byly ideatem rozwiazalnym, co przeczytoby polprostocie. Czyli I = {0}
i K jest niezdegenerowana. ¢

Twierdzenie 0.4 Niech A bedzie skoriczenie wymiarowq potprostq algebrg Liego
nad ciatem charakterystyki 0 i niech Der(A) bedzie algebrq Liego rdzniczkowan
A. Wiedy odwzorowanie x — ad, zadaje izomorfizm A z Der(A)

Dowdéd: Jadrem odwzorowania x — ad, jest centrum A, skoro A jest pot-
prosta to centum jest trywialne i A jest izomorficzne ze swoim obrazem A w
Der(A). A jest idealem w Der(A):

[d, ad;](2) = d([z, 2]) =[x, d(2)] = [d(), 2]+ [z, d(2)] =[x, d(2)] = [d(2), 2] = adg(a) (2)-

A wiec forma Killing Der(A) na A jest identyczna z forma Killinga A czyli
jest niezdegenorowana. Niech I = {d € Der(4) : ¥ ;K(d,z) = 0}. Mamy
wtedy Der(A) = A @ I. Mianowicie, dla d € Der(A) i € A definujemy
Ba(z) = K(d,z). Skoro K jest niezdegenerowana na A to istnieje y € A taki
ze fBq(x) = K(y,x). Teraz dla dowolnego € A mamy K(d — y,z) = 0, czyli
d—1y €I, co pokazuje ze d € A+ I. Jako ze d jest dowolne to Der(A) = A + 1.
Jesli z € I N A to z lezy jadrze K obcietego do A, co dzieki temu ze K jest
niezdegenerowana na A oznacza ze x = 0, czyli suma A+1 jest suma prosta.

Forma Killinga jest niezmiennicza, a wiec I jest ideatem: dla d € I, z € A,
2 € Der(A) mamy [z,2] € A i

K([z,d],z) = =K(d,[z,2]) =0



czyli [z,d] € I. Teraz dlad € Ii z € A mamy [d,z] € ANT = {0}. Lecz,
jak to obliczylismy wyzej [d,ad,] = adg(s), czyli d = 0, co oznacza 7e I = {0} i
Der(A) = A o

Definicja: Méwimy ze operator S na przestrzeni wektorowej V jest potprosty
jesli V ma baze ztozona z wektoréw wlasnych S.

Lemat 0.5 Jesli V jest skoriczenie wymiarowq przestrzeniq wektorowq nad cia-
tem algebraicznie domknietym zas A jest operatorem liniowym na V', to istniejq
operatory S i N takie zZe A =S + N, S jest pétprosty, N jest nilpotentny i S
komutuje z kazdym operatorem komutujgcym z A.

Dowo6d: Jesli A ma tylko jednag warto§¢ wlasna a to S =al i N =A - S
daje zadany rozktad. Mianowicie, skoro A ma tylko jedng wartos¢ wlasna to
wielomian minimaly A to (X —a)* dla pewnego k, czyli N¥ = (A—al)* =0i N
jest nilpotentny. Oczywiscie S jest pélprosty i komutuje z kazdym operatorm a
wiec tym bardziej z kazdym operatorem komutujacym z A.

Jesli A ma wartosci wtasne ai, . .., a, toniech V; = {v € V : (A—a;1)3™V)y =
0}. Jesli B komutuje z A to dla v € V; mamy (A — a;I)¥™()By = B(A —
aiI)dim(V)v = 0, czyli Bv € V;. Innymi stowy, podprzestrzenie V; sa niezmien-
nicze dla B. Lecz V = @V, czyli jesli zbudujemy rozktad na kazdym z V; z
osobna to bedzie miat zadane wlasnosci: skoro V; sa niezmiennicze dla B to S
komitujac z B na kazdym z V; z osobna bedzie komitowal z B. Oczywiscie S
bedac suma prosta operatoréw potprostych jest potprosty, N bedac suma prosta
operatorow nilpotentnych jest nilpotentny. ©

Lemat 0.6 Niech A bedzie skoniczenie wymiarowq pdtprostq algebrg Liego nad
ciatem algebraicznie domknietym charakterystyki O ¢ niech C' bedzie podalgebrg
Cartana w A. Niech A = ®yA, gdzie Ag = C. Dla o # —p przestrzenie A,
i Ag sq ortogonalne wzgledem formy Killinga. Forma Killinga A obcieta do C
jest niezdegenerowana. Ponadto forma Killinga zadaje dualnosé miedzy A, a
A_,.

Dowod: Wiemy ze [Ay, Ay] C Aaty, a wiec dla z € A,, y € Az mamy
adgyady (Ay) C Aatpiy 1 (adgady)®(Ay) C Agarp)+ry- Jesli a # —3 dla dowol-
nego v takiego ze A, # {0} i duzych k mamy Ay(qyp)+, = {0}, czyli ad,ad,
jest mnilpotentny, czyli K(z,y) = Tr(ad,ad,) = 0. Skoro forma Killinga jest
niezdegenrowana zas dla o # —f A, jest ortogonalne do Ag to A_, musi by¢
dualne do A,. W szczegbdlnosci dla o = 0 oznacza to ze forma Killinga obcieta
do C jest niezdegenerowana. ¢

Lemat 0.7 Przy zalozenich poprzedniego lematu C' jest przemienna i dla x € C
operator ad, jest potprosty.

Dowédd: Dla z,y € C mamy
K(z,y) = a(z)a(y) dim(4a)
Jesli y € [C,C] to wtedy a(y) = 0 dla dowolnego « takiego ze A, # {0}.

A wiec wtedy K(z,y) = 0, czyli y = 0 bo forma Killinga obcieta do C jest
niezdegenerowana. Konsekwentnie [C,C] = {0} is C jest przemienna.



Dla z € C niech ad, = S + N bedzie rozktadem ad, na cze$¢ polprosta
i nilpotentna. S jest rézniczkowaniem A: dla y € A,, z € Ag mamy [y,z] €
Aurs, S(y) = a(@)y, 8(2) = B(z)> a wiee

S(ly, 2]) = (a+ B)(z)[y, 2] = [e(x)y, 2] + [y, B(x)z] = [S(y), 2] + [y, S(2)].

Na mocy 0.4 istniejg s,n € A takie ze ads = S i ad,, = N. S komutuje z
kazdymo operatorm komutujacym z ad,, a wiec w szczegolnosci S komutuje
z ad, dla dowolnego y € C. A wiec jeszcze raz uzywajac 0.4 widzimy ze s
komutuje z C, czyli s nalezy do normalizatora C, czyli s € C'. Skoro x = s+n
to rowniez n € C. Jednakze ad,, jest nilpotentny, czyli a(n) = 0 dla « takich ze
An # {0}, czyli jak poprzednio n = 0, co oznacza ze ad, = S jest polprosty.

Niech A = {a # 0: A, # {0}}. Przy zalozeniach jak wyzej forma Killinga
jest niezdegenerowana na C, a wiec dla a € A istnieje doktadnie jeden h, € C
takie ze a(r) = K(hq, ) dla dowolnego z € C.

Lemat 0.8 o Jesliec A,, feA_, tole, fl=K(e, f)ha.
o a(hy) #0
o {hq :a € A} rozpina C

o Jeslie e A,, f € Ay, K(e, f) # 0 to podalgebra A generowana przez e,
f i hy jest izomorficzna z s1(2, F)

e Przestrzenie A, sq¢ jednowymiarowe
o Jesli a,ta € Atot e —1,1
o Jesli o, 8 € A to 2K (ho, hg)/K (ha, ha) jest liczbg catkowitq
Dowod: Niech e € A, f € A_,. Dla z € C' mamy
K([e, fl,x) = —K(f,[e,2]) = a(2)K(f, €) = K(f,€)K (ha, )

czyli K([e, f]—K (e, f)ha, ) = 0 co na mocy niezdegenerowania K na C oznacza
ze [e, f] = K(e, f)ha. A wiec pokazaliSmy pierwszy punkt.

Na mocy lematu 0.1 dla dowolnego § € A mamy B(hq) = cq,pa(hq), czyli
a(hy) implikowatoby B(hy) = 0, czyli (jak w dowodzie 0.7) h, byloby ortogo-
nelne do C wzgledem formy Killinga i h,, = 0. Lecz a # 0, wiec hy # 0 co
oznacza 7e a(hy) #0

A jest poélprosta, wiec A = [A, A] = lin[A,, Ag] Dla o # —f dostajemy
sktadniki rozktadu rézne od C, a wigc C' = ling£[Aa, A_s]. Na mocy poprzed-
nigo punktu [A,, A_,] jest rozpinane przez h,, czyli C' =lin{h, : a € A}.

Aby pokazaé trzeci punkt niech g = 2f/(a(hq)K (e, f)). Wtedy K(e,g) =
K(e, f)/(a(ha)K(e, f)) = 2/a(ha), h = le.g] = K(e,9)ha = 2ha/a(ha) i
a(h) = 2a(hy)/alhy) = 2. A wiec [h,e] = a(h)e =2ei [h,g] = —a(h)g = —2¢
co oznacza ze h, e, g spelniaja te same relacje komutacji co

0
3

10 0 1 0
I S

czyli h— h, e = X, g — Y zadaje izomorfizm.



Przypusémy teraz ze A, ma wymiar wiekszy niz 1. Wtedy istniatby z € A,
takize z # 0, lecz K(z,g) = 0. A wiec [g, 2] = K(z,9)ha = 0, czyli z generowaly
skoriczenie wymiarowy modul M nad sl(2, F') taki ze wszystkie wartosci wlasne

h bylyby dodanie. Dokladniej niech zp = 01 241 = [e, zi]. ZauwaZmy ze
istnieja state ¢ takie zZe [g,2r] = cpzr—1 dla k > 0 (gdzie ¢ = 01 2_1 =
0). Mianowicie indukeyjuie [g, z1] = [9,[e, )] = [lg,el, 2] + [e, g, 2] =

—[h, zx] + [e, ckzr—1] = —2kzg + cpzi czyli M = hn{ade( ):k€Zk>0}bo
ta podprzestrzen jest niezmiennicza na dzialanie h,e, g. Ale taki modut M nie
istnieje co oznacza ze przestrzen A, jest jednowymiarowa.

Podobnie, jesli A;, jest nietrywialne to h musi mieé¢ catkowita wartos¢ wlasna
na A, czyli 2t € Z. Ale rola « i ta jest symetryczna, czyli rowniez 2/t € Z.
Gdyby ¢t = 2 to Az, = ad.(A,) lecz jest to niemozliwe bo A, jest rozpinane
przez e i ad.(A4,) = {0}. Przez symetrie wykluczone jest réowniez t = —2,
t=1/2,it = —1/2. A wiec jedne mozliwosci ktore pozostaja to t = —1 lub
t=1.

Aby pokazaé ostatni punkt rozwazmy podalgebre A generowang przez h,, e,
f. Jak wiemy ta algebra jest izomorficzna z sl(2, F'). Niech H = 2hy /K (hq, ha).
Z opisu skonczenie wymiarowych modutéw nad sl(2, F) wiemy ze w dowol-
nym takim module H ma calkowite wartosci wlasne. Rozwazmy dzialanie
H na x € Ag: [H,z] = 26(ha)/K(hasha) = 2K(hg, ha)/K(ha, ha), czyli
2K (hg, ha)/K (ha, ha) jako wartos¢ wlasna H jest liczba catkowita. <

Lemat 0.9 a(h,) € Q i a(hy) > 0. Niech V = ling{ho : @ € A}. Forma
Killinga obcieta do V' przyjmuje wartosci wymierne i jest dodatnio okreslona.
Ponadto, jesli S C A i A ={hy:«a €S} jest bazg C and F, to A jest bazg V.

Dowod: a(hy) = K(ha, ha) = ZﬁeA/B(ha)Q = ZBQA(TG,ﬁa(hQ))Q czyli

1
he) = =——5—
) 2 pea T?x,B

wiec a(hy) € Q1 a(hy) > 0.

Jesli h = > gaha, to B(h) = Za,BEA GaTa,p0(hq) czyli B(h) € Q. Jesli
hi,he € V to K(hl,hg) = ZﬁEA 6(h1)ﬂ(h2) cQi K(h,h) = ZﬁEA 6(}1)2
Jesli K(h,h) = 0 to dla kazdego 5 € A mamy 5(h) = 01 h jest ortogonalne
wzgledem formy Killinga do C, czyli h = 0.

Niech A jak wyzej bedzie baza C nad F, V = ling(A) i niech g € A. Dla
he € A mamy B(hy) = K(hg, o) € Q czyli 5mV*, czyli istnieje h € V taki
7e B(h) = K(h,h) dla h € V. Jednakze A C V jest baza C nad F, wiec
B(h) = K(h,h) dla h € C, czyli h = hg, a wiec hg € V o

Niech V' bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia nad cialem F' C R. Za-
ktadamy ze na V jest zadany iloczyn skalarny. Dla wektora v € V' odbicie o, w
kierunku v definiujemy wzorem

v(v, )
(v, v)

Lemat 0.10 Istnieje automorfizm ¢ : A — A taki ze ¢(C) = C, ¢(ha) = —hq
i ¢(h) = h dla h € C takich ze a(h) = 0. Innymi stowy, ¢|c jest odbiciem w
kierunku h,.

op(x) =2 —2



Dowo6d: Wybieramy e € A,, f € A_,, tak by a([e, f]) = 2. Wtedy podal-
gebra A generowana nad Q przez [e, f], e, f jest izomorficzna 7 s1(2, Q). Niech

1 0 0 1 0 0
e R Kl Ra]

Przy izomorfizmie [e, f] przechodzi na H, e przechodzi na X, f przechodzi
na Y. Zauwazmy ze ad. i ady sg nilpotentnymi automorfizmami A, dlatego
Y1 = exp(ad.) = S ad¥/k! i 1y = exp(—ad;) = S (—ad;)*/k! sa dobrze zde-
finowanymi automorfizmami A. Pokazemy ze ¢ = 112101 jest pozadanym
automorfizmem. Mianowicie, jesli h € C' i a(h) = 0 to [h,e] = [h, f] = 0,
czyli ade(h) = ady(h) = 0 i konsekwentnie 11 (h) = ¥2(h) = 0, wiec ¢(h) = h.
Pozostaje pokazaé ze ¢([e, f]) = —le, f]. Dzieki izomorfizmowi algebry genero-
wanej przez [e, f],e, f z sl(2,Q) jest to cwiczenie na mnozenie macierzy 2 na 2.
Doktadniej, wystarczy wykonaé obliczenia uzywajac adx i ady zamiast ad, i
ady. Dla Z € sl(2,Q) mamy adx(Z) = XZ — ZX = Lx(Z) — Rx(Z) gdzie
Lx jest operatorem mnozenia z lewej strony, za§ Rx operatorem mnozenia z
prawej strony. Poniewaz mnozenie z lewej komutuje z mnozeniem z prawej
many exp(adx) = Lexp(x)Rexp(—x) 1 konsekwentnie ¢([e, f]) przechodzi przy
izomorfizmie na Lexp(X) exp(—Y) exp(X)Rexp(fx) exp(Y) exp(fX)H' Teraz

o= 1 1]
exp(—Y) = [ _11 (1) }
exp(X) exp(—Y) exp(X) = { _01 (1) ]

10
Lexp(x) exp(—¥) exp(x) Rexp(— X) exp(¥) exp(—x) H = { 0 1 ] =—H.

S

Definicja: Niech V' bedzie jak w definicji odbicia. Moéwimy ze skoiiczony
podzbior A C V jest systemem pierwiastkéw jesli 0 ¢ A, A rozpina V i dla
kazdego v € A mamy o,(A) C A. Moéwimy ze A jest krystalograficzny jesli
2(a, B)/ (B, B) € Z dla dowolnych a, 8 € A. Mowimy ze A jest zredukowany jesli
dla o, ta € A implikuje ze t € —1, 1.

Twierdzenie 0.11 Niech A, V, A bedzq jak wyzej (na V' rozpatrujemy iloczyn
skalarny wyznaczony przez forme Killinga). A jest zredukowanym krystalogra-
ficznym uktadem pierwiastkéw na V. A jest wyznaczona przez A z doktadno-
Scig do izomorfizmu. Dla dowolnego zredukowanego krystalograficznego uktadu
pierwiastkow A istnieje polprosta algebra Liego Ap p nad F' z A jako uktadem
pierwiastkéw. Ponadto istnieje potprosta algebra Liego Ax nad Q taka zZe jej
podalgebra Cartana diagonalizuje sie i A jest jej uktadem pierwiastkéw (innymi
stowy, w odpowiedniej bazie mozna A zdefiniowaé nad liczbami wymiernymi).

Szkic dowodu: Na mocy 0.10 A jest uktadem pierwiastkéw. Na mocy 0.8 A
jest zredukowanym ukladem krystalograficznym. A priori A zalezy od wyboru
podalgebry Cartana. Jednakze wszystkie podalgebry Cartana A sy sprzezone,



tzn. dla downych podalgebr Cartana Cp,Cy C A istnieje automorfizm A prze-
prowadzajacy C; na Cs (to twierdzenie pryjmujemy bez dowodu). Oznacza
to ze uktad pierwiastkow jest wyznaczony przez A z dokladnoscia do izomorfi-
zmu. Istnienie algebry z zadanym ukladem pierwiastkéw dowodzimy dla kaz-
dego nierozkladalnego uktadu pierwiastkow z osobna (dla serii A,,, By, C, i D,
sprawdzamy ze klasyczne algebry maja taki uklad pierwiastkdéw, potem trzeba
przeanalizowaé pozostale pie¢ uktadoéw pierwiastkow). Pomijam dowdd pozo-
statej czesci twierdzenia. ¢

Teraz chcemy wyznaczy¢ strukture nierozktadalnych uktadéw pierwiastkow.

Lemat 0.12 Niech A bedzie uktadem pierwiastow w przestrzni dwuwymiarowej
nad R zas e, = af|a| dla o« € A. Wiedy e, sq wierzchotkami 2n-kagta foremnego
dla pewnego n € Z.

Dowod: e, sa wektorami jednostkowej dlugosci, kazdy z nich wyznacza
punkt na okregu jednostkowym. Ponumerujmy « tak by te punkty wypadaty
po kolei, tzn. eq; , i eq;,, sa najblizszymi punktami do e, (i leza po réznych
stronach). Skoro uklad pierwiastkow jest nizmienniczy na odbicia w kierunku
swoich elementow, to O, (€a;_1) = —€a;,,, czyli kat miedzy en, , a e, jest
taki sam jak kat miedzy en; a eq,,,, CO 0znacza ze e, s wierzchotkami wielo-
kata foremnego. Poniewaz o € A implikuje —a € A, moc {e,} jest parzysta.
o

Niech w € V bedzie wektorem takim ze (a,w) # 0 dlaa € A, Ay = {a €
A (a,w) > 0}. Ay nazywamy zbiorem pierwiastkow dodatnich.

Lemat 0.13 Niech A C Ay bedzie zbiorem tych elementéow Ay ktore dajg
wszystkie kierunki ekstremalne stozka wypuktego generowanego przez Ay . Wtedy
dla o, € A, a # 8 mamy (a,8) < 0. Co wiecej kgt pomiedzy « a B to
(n—1)m/n dla pewngo n € Z. Ponadto A jest bazq V.

Dowod: Wiadomo dowolny element wtasciwego domknietego stozka wypu-
ktago jest kombinacja liniowa o wspoélczynnikach dodatnich elementéw zada-
jacych kierunki ekstremalne. Czyli kazdy element Ay jest kombinacjg linowa
elementéw z A. Poniewaz A = Ay U —A, to rowniez kazdy element z A jest
kombinacjg linowa elementéw z A. Lecz A rozpina V czyli A rozpina V. Jesli
V jest jednowymiarowe to A sklada sie z jednego elementu i teza jest oczy-
wista. W przeciwnym razie dla o,8 € A a # [ rozpatrzmy podprzestrzen
Va,p = lin{a, B} C V. Niech Q = ANV, g zas Qp = AL NV, 5. Q jest syste-
mem pierwiastkow w przestrzeni dwuwymiarowej za$ 2 odpowiednim uktadem
pierwiastkow dodatnich. Z lematu wiemy ze po unormowaniu elementy  sa
wierzchotkami 2n-kata foremnego. n > 2, przy tym dla n = 0 mamy czworokat
i wida¢ ze o i B sa ortogonalne. Dla n > 2 mamy |21 | = n, czyli pomiedzy a a
B musi by¢ n — 1 innych pierwiaskow, czyli kat pomiedzy o a § to (n — 1)7/n.
Dla n > 2 to implikuje ze («, 8) < 0.

Aby pokaza¢ ze A jest liniowo niezalezne rozwazmy kombinacje liniowa
Y aen @a. Niech Dy = {a € A:aq >0}, D = {a € A:aq <0} iniech
W=3,ep, Ga®, V=72 ,cp Gac. Poniewaz dla ainA; mamy (w,a) > 0 to
(w,w) = ZQGD+ Ao (w,a) > 0 czyli w # 0 o ile Dy # (. Podobnie v # 0 o
ile D_ # 0. Jesli nie wszystkie wspolczynniki rozwazanej kombinacji liniowej
znikaja to co najmniej jeden z Dy lub D_ jest niepusty. Je$li dokladnie je-
den jest niepusty to poprzednie uwagi pokazuja ze ta kombinacja jest niezrowa.



Jesli oba sa niepuste to (w + v,w +v) = (w,w) + 2(w,v) + (v,v). Nastepnie
(w,v) = Za€D+,ﬂ€D_ agag(a,B) > 0 bo ag > 0, ag < 0, (a,8) < 0, czyli
(w4 v,w +v) > (w,w) + (v,v) > 0, czyli w+ v # 0 co pokazuje liniowa
niezalezno$é. ©

Diagramem Coxetera-Dynkina (lub krotko diagramem Dynkina) zwigzanym
z A nazywany graf ktéorego wierchotkami sg elementy A za$§ krawedzie sa po-
miedzy takimi «, 5 € A ze (a, 8) < 0. Przy tym krawedzi przypisujemy wage n
jesli kat pomiedzy « a 8 to (n — 1)7/n.

Ogolniej, mozemy rozpatrywaé uktady wektorow A takie ze dla o, 8 € A,
a # 8 kat pomiedzy « a § to (n — 1)w/n dla pewnego n € Z, n > 2.

Lemat 0.14 Diagram Dynkina nie zawiera cykli.

Dowod. Jesli «; dla ¢ = 1,...,k stanowia cykl, to biorac e; = «;/|ay] i
v = Zle e; mam (v,v) = Zle(ei, e;) +23,,(ei ej). Dlai# j polaczonych
krawedzig kat miedzy e; a e; to co najmniej 27/3, czyli (e;,e;) < —1/2. W
cyklu mamy k par 4,j polaczonych krawedziami, co oznacza ze (v,v) < 0, co
datoby sprzecznosé z liniowa niezaleznoscia «;. ©

Dla o € A niech e, = /|a]. Dla o, 8 € A niech ¢o 8 = (€q,€8)

Lemat 0.15 Niech S € A, a ¢ S. Wtedy Eﬁes qiﬁ <1

Dowéd: Bez zmniejszania ogélnosci mozemy zaktadaé ze ¢, 3 # 0 dla g € S.
Z poprzedniego lematu (braku cykli) wynika teraz ze gg, g, = 0 dla 81,52 € S,
czyli {eg € S} jest baza ortonormalna pewnej podprzestrzeni W C V. ey ¢ W,
czyli rzut e, na W ma dtugosé mniejsza niz 1. Lecz kwadrat tej dtugosci wynosi

Zﬁes(eaa %)2 = Z,ges ing- <&

Lemat 0.16 Spdjny diagram Dynkina z krawedzig wagi > 6 ma dwa wierz-
chotki.

Dowd6d. Niech « i 8 beda wierzchotkami polaczonymi krawedzia wagi > 6.
Gdyby byto wiecej wierzchotkéw to istniataby wierzchotek v potaczony albo z «
albo z 3. Bez utraty ogélnosci mozna zaktadaé ze v jest polaczony z a. Waga 6
0znacza ze qiﬁ >3/4, qiﬁ > 1/4 co daloby sprzecznosé z poprzednim lematem.

Lemat 0.17 Wierzchotek diagramu Dynkina jest potgaczony z co najwyzej trzema
innymi wierzchotkami. Jesli jest polgczony z trzema wierzchotkami to wagi kra-
wedzi to 3. Zaden wierzchotek nie nalezy do dwu krawedzi wagi > 4.

Dowd6d. To wynika bezposrednio z lematy o sumie g7, 5: g 3 > 1/4, a jesli
waga jest wicksza niz 3 to g 5 > 1/2 o

Lemat 0.18 Diagram Dynkina zawiera co najwyzej jeden punkt rozgatezienia ¢
co najwyzej jedng krawedz wagi > 4. Jesli jest punkt rozgatezienia to wszystkie
wagi to 3.

Lematy powyzej i kilka nastepnych lematéw tego typu w sumie daje dowdd
podanego na wyktadzie twierdzenia o klasyfikacji uktadéw pierwiastkow.



