
Niech A b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ póªprost¡ algebr¡ Liego nad ciaªem
algebraicznie domkni¦tymi F charakterystki 0 i niech C b¦dzie podalgebr¡ Car-
tana w C. Mamy wtedy rozkªad

A = C ⊕⊕α∈ΛAα

gdzie Λ = {α : α 6= 0, Aα 6= {0}}.

Lemat 0.1 Je±li e ∈ Aα, f ∈ A−α, h = [e, f ], β 6= 0, Aβ 6= {0} to istnieje
liczba wymierna rα,β zale»na od α, β lecz niezale»na od wyboru e, f , taka »e
β(h) = rα,βα(h).

Dowód: Niech V = ⊕n∈ZAβ+nα. V jest ade, adf i adh niezmiennicza. Skoro
h = [e, f ] to TrV (adh) = 0. Czyli∑

n∈Z
(β(h) + nα(h)) dim(Aβ+nα) = 0

czyli

β(h)
∑
n∈Z

dim(Aβ+nα) = −α(h)
∑
n∈Z

ndim(Aβ+nα)

i

β(h) = −
∑
n∈Z ndim(Aβ+nα)∑
n∈Z dim(Aβ+nα)

α(h)

�

Lemat 0.2 Je±li A jest algebr¡ Liego nad ciaªem charakterystyki 0, tak¡ »e
A = [A,A] to forma Killinga A jest niezerowa.

Dowód: Bez zmniejszania ogólno±ci mo»na zakªada¢ »e ciaªo podstawowe
jest algebraicznie domkni¦te. Niech C b¦dzie podalgebr¡ Cartana w A. Mamy

A = ⊕αAα

gdzie A0 = C. Poniewa» dla β 6= −α mamy [Aα, Aβ ] ⊂ Aα+β zaªo»enie »e
[A,A] = A implikuje »e C = lin[Aα, A−α]. W szczególno±ci istnieje α, e ∈ Aα,
f ∈ A−α takie »e h = [e, f ] 6= 0. Z lematu 0.1 wynika teraz »e

K(h, h) =
∑
β

β(h)2 dim(Aβ) = α(h)2
∑
β

r2
α,β dim(Aβ).

Suma powy»ej jest sum¡ liczb dodatnich, czyliK(h, h) = 0 implikuje »e α(h) = 0
i konsekwentnie dla dowolnego β takiego »e Aβ 6= 0 mamy β(h) = 0. C jest
rozpinane przez wektory h jak wy»ej, gdyby dla dowolnego takiego h zachodziªo
K(h, h) = 0 to jedynym α takim »e Aα 6= {0} byªoby 0, czyli A = C byªaby
nilpotentna. Lecz to przeczyªoby warunkowi [A,A] = A. �

Twierdzenie 0.3 (Kryterium Cartana). Je±li A jest sko«czenie wymiarow¡
algebr¡ Liego nad ciaªem charakterystyki 0 to

• A jest rozwi¡zalna wtedy i tylko wtedy gdy A jest ortogonalne do [A,A]
wzgl¦dem formy Killinga
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• A jest póªprosta wtedy i tylko wtedy gdy forma Killinga A jest niezdegene-
rowana

Dowód: Je±liA jest rozwi¡zalna, to na mocy twierdzenia Liego dla x ∈ A, y ∈
[A,A] operator adxady jest nilpotentny, czyli K(x, y) = Tr(adxady) = 0. Je±li
A jest ortogonalne do [A,A] wzgl¦dem formy Killinga, ale A nie jest rozwi¡zalna
to de�niuj¡c A0 = A, Ak+1 = [Ak, Ak] dla pewnego k ≥ 1 mieliby±my Ak =
Ak+1 = [Ak, Ak]. Ak s¡ ideaªami A, a wi¦c forma Killinga Ak jest obci¦ciem
formy Killinga A do Ak. Czyli forma Killinga Ak byªaby zerowa. Ale na mocy
lematu 0.2 jest to niemo»liwe, co ko«czy dowód pierwszej cz¦±ci twierdzenia.

Je±li I ⊂ A jest nietrywialnym ideaªem rozwi¡zalnym to rozwa»aj¡c I0 = I,
Ik+1 = [Ik, Ik] widzimy »e A zawieraªaby nietrywialny ideaª abelowy (takim
ideaªem jest Ik z maksymalnym k takim »e Ik 6= {0}. Je±li I jest ideaªem
abelowym, x ∈ A, y ∈ I to I jest podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡ dla adx i dla ady
czyli I jest nieziennicze dla adxady. Na I mamy ady = 0 czyli TrI(adxady) =
0. Skoro ady(A) ⊂ I to na przestrzni ilorazowej A/I operator ady indukuje
operator zerowy i

K(x, y) = Tr(adxady) = TrI(adxady) + TrA/I(ādxādy) = 0

gdzie ādx i ādy = 0 s¡ operatorami na A/I indukownymi przez adx i ady. A
wi¦c gdyby A nie byªa póªprosta to forma Killinga K byªaby zdegenerowana.

Pozostaje pokaza¢ »e algebra póªprosta ma niezdegenerowan¡ form¦ Killinga.
Nie wprost, gdyby A byªa póªprosta, za± K byªaby zdegenerona to I = {x ∈ A :
∀y∈AK(x, y) = 0} byªby ideaªem A z zerow¡ form¡ Killinga. Na mocy pierwszej
cz¦±ci I byªy ideaªem rozwi¡zalnym, co przeczyªoby póªprostocie. Czyli I = {0}
i K jest niezdegenerowana. �

Twierdzenie 0.4 Niech A b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ póªprost¡ algebr¡ Liego
nad ciaªem charakterystyki 0 i niech Der(A) b¦dzie algebr¡ Liego ró»niczkowa«
A. Wtedy odwzorowanie x 7→ adx zadaje izomor�zm A z Der(A)

Dowód: J¡drem odwzorowania x 7→ adx jest centrum A, skoro A jest póª-
prosta to centum jest trywialne i A jest izomor�czne ze swoim obrazem Ã w
Der(A). Ã jest ideaªem w Der(A):

[d, adx](z) = d([x, z])−[x, d(z)] = [d(x), z]+[x, d(z)]−[x, d(z)] = [d(x), z] = add(x)(z).

A wi¦c forma Killing Der(A) na Ã jest identyczna z form¡ Killinga Ã czyli
jest niezdegenorowana. Niech I = {d ∈ Der(A) : ∀x∈ÃK(d, x) = 0}. Mamy

wtedy Der(A) = Ã ⊕ I. Mianowicie, dla d ∈ Der(A) i x ∈ Ã de�nujemy
βd(x) = K(d, x). Skoro K jest niezdegenerowana na Ã to istnieje y ∈ Ã taki
»e βd(x) = K(y, x). Teraz dla dowolnego x ∈ Ã mamy K(d − y, x) = 0, czyli
d− y ∈ I, co pokazuje »e d ∈ Ã+ I. Jako »e d jest dowolne to Der(A) = Ã+ I.
Je±li x ∈ I ∩ Ã to x le»y j¡drze K obci¦tego do Ã, co dzieki temu »e K jest
niezdegenerowana na Ã oznacza »e x = 0, czyli suma Ã+ I jest sum¡ prost¡.

Forma Killinga jest niezmiennicza, a wi¦c I jest ideaªem: dla d ∈ I, x ∈ Ã,
z ∈ Der(A) mamy [z, x] ∈ Ã i

K([z, d], x) = −K(d, [z, x]) = 0

2



czyli [z, d] ∈ I. Teraz dla d ∈ I i x ∈ Ã mamy [d, x] ∈ Ã ∩ I = {0}. Lecz,
jak to obliczyli±my wy»ej [d, adx] = add(x), czyli d = 0, co oznacza »e I = {0} i
Der(A) = Ã. �

De�nicja: Mówimy »e operator S na przestrzeni wektorowej V jest póªprosty
je±li V ma baz¦ zªo»on¡ z wektorów wªasnych S.

Lemat 0.5 Je±li V jest sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡ nad cia-
ªem algebraicznie domkni¦tym za± A jest operatorem liniowym na V , to istniej¡
operatory S i N takie »e A = S + N , S jest póªprosty, N jest nilpotentny i S
komutuje z ka»dym operatorem komutuj¡cym z A.

Dowód: Je±li A ma tylko jedn¡ warto±¢ wªasn¡ a to S = aI i N = A − S
daje »¡dany rozkªad. Mianowicie, skoro A ma tylko jedn¡ warto±¢ wªasn¡ to
wielomian minimaly A to (X−a)k dla pewnego k, czyli Nk = (A−aI)k = 0 i N
jest nilpotentny. Oczywi±cie S jest póªprosty i komutuje z ka»dym operatorm a
wi¦c tym bardziej z ka»dym operatorem komutuj¡cym z A.

Je±liAma warto±ci wªasne a1, . . . , an to niech Vi = {v ∈ V : (A−aiI)dim(V )v =
0}. Je±li B komutuje z A to dla v ∈ Vi mamy (A − aiI)dim(V )Bv = B(A −
aiI)dim(V )v = 0, czyli Bv ∈ Vi. Innymi sªowy, podprzestrzenie Vi s¡ niezmien-
nicze dla B. Lecz V = ⊕Vi czyli je±li zbudujemy rozkªad na ka»dym z Vi z
osobna to b¦dzie miaª »¡dane wªasno±ci: skoro Vi s¡ niezmiennicze dla B to S
komituj¡c z B na ka»dym z Vi z osobna b¦dzie komitowaª z B. Oczywi±cie S
b¦d¡c sum¡ prost¡ operatorów póªprostych jest póªprosty, N b¦d¡c sum¡ prost¡
operatorów nilpotentnych jest nilpotentny. �

Lemat 0.6 Niech A b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ póªprost¡ algebr¡ Liego nad
ciaªem algebraicznie domkni¦tym charakterystyki 0 i niech C b¦dzie podalgebr¡
Cartana w A. Niech A = ⊕αAα gdzie A0 = C. Dla α 6= −β przestrzenie Aα
i Aβ s¡ ortogonalne wzgl¦dem formy Killinga. Forma Killinga A obci¦ta do C
jest niezdegenerowana. Ponadto forma Killinga zadaje dualno±¢ mi¦dzy Aα a
A−α.

Dowód: Wiemy »e [Aα, Aγ ] ⊂ Aα+γ , a wi¦c dla x ∈ Aα, y ∈ Aβ mamy
adxady(Aγ) ⊂ Aα+β+γ i (adxady)k(Aγ) ⊂ Ak(α+β)+γ . Je±li α 6= −β dla dowol-
nego γ takiego »e Aγ 6= {0} i du»ych k mamy Ak(α+β)+γ = {0}, czyli adxady
jest nilpotentny, czyli K(x, y) = Tr(adxady) = 0. Skoro forma Killinga jest
niezdegenrowana za± dla α 6= −β Aα jest ortogonalne do Aβ to A−α musi by¢
dualne do Aα. W szczególno±ci dla α = 0 oznacza to »e forma Killinga obci¦ta
do C jest niezdegenerowana. �

Lemat 0.7 Przy zaªo»enich poprzedniego lematu C jest przemienna i dla x ∈ C
operator adx jest póªprosty.

Dowód: Dla x, y ∈ C mamy

K(x, y) =
∑

α(x)α(y) dim(Aα)

Je±li y ∈ [C,C] to wtedy α(y) = 0 dla dowolnego α takiego »e Aα 6= {0}.
A wi¦c wtedy K(x, y) = 0, czyli y = 0 bo forma Killinga obci¦ta do C jest
niezdegenerowana. Konsekwentnie [C,C] = {0} is C jest przemienna.
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Dla x ∈ C niech adx = S + N b¦dzie rozkªadem adx na cz¦±¢ póªprost¡
i nilpotentn¡. S jest ró»niczkowaniem A: dla y ∈ Aα, z ∈ Aβ mamy [y, z] ∈
Aα+β , S(y) = α(x)y, S(z) = β(x)z a wi¦c

S([y, z]) = (α+ β)(x)[y, z] = [α(x)y, z] + [y, β(x)z] = [S(y), z] + [y, S(z)].

Na mocy 0.4 istniej¡ s, n ∈ A takie »e ads = S i adn = N . S komutuje z
ka»dymo operatorm komutuj¡cym z adx, a wi¦c w szczególno±ci S komutuje
z ady dla dowolnego y ∈ C. A wi¦c jeszcze raz u»ywaj¡c 0.4 widzimy »e s
komutuje z C, czyli s nale»y do normalizatora C, czyli s ∈ C. Skoro x = s+ n
to równie» n ∈ C. Jednak»e adn jest nilpotentny, czyli α(n) = 0 dla α takich »e
Aα 6= {0}, czyli jak poprzednio n = 0, co oznacza »e adx = S jest póªprosty.

Niech Λ = {α 6= 0 : Aα 6= {0}}. Przy zaªo»eniach jak wy»ej forma Killinga
jest niezdegenerowana na C, a wi¦c dla α ∈ Λ istnieje dokªadnie jeden hα ∈ C
takie »e α(x) = K(hα, x) dla dowolnego x ∈ C.

Lemat 0.8 • Je±li e ∈ Aα, f ∈ A−α to [e, f ] = K(e, f)hα.

• α(hα) 6= 0

• {hα : α ∈ Λ} rozpina C

• Je±li e ∈ Aα, f ∈ A−α, K(e, f) 6= 0 to podalgebra A generowana przez e,
f i hα jest izomor�czna z sl(2, F )

• Przestrzenie Aα s¡ jednowymiarowe

• Je±li α, tα ∈ Λ to t ∈ −1, 1

• Je±li α, β ∈ Λ to 2K(hα, hβ)/K(hα, hα) jest liczb¡ caªkowit¡

Dowód: Niech e ∈ Aα, f ∈ A−α. Dla x ∈ C mamy

K([e, f ], x) = −K(f, [e, x]) = α(x)K(f, e) = K(f, e)K(hα, x)

czyliK([e, f ]−K(e, f)hα, x) = 0 co na mocy niezdegenerowaniaK na C oznacza
»e [e, f ] = K(e, f)hα. A wi¦c pokazali±my pierwszy punkt.

Na mocy lematu 0.1 dla dowolnego β ∈ Λ mamy β(hα) = cα,βα(hα), czyli
α(hα) implikowaªoby β(hα) = 0, czyli (jak w dowodzie 0.7) hα byªoby ortogo-
nelne do C wzgl¦dem formy Killinga i hα = 0. Lecz α 6= 0, wi¦c hα 6= 0 co
oznacza »e α(hα) 6= 0

A jest póªprosta, wi¦c A = [A,A] = lin[Aα, Aβ ] Dla α 6= −β dostajemy
skªadniki rozkªadu ró»ne od C, a wi¦c C = linα 6=0[Aα, A−α]. Na mocy poprzed-
nigo punktu [Aα, A−α] jest rozpinane przez hα, czyli C = lin{hα : α ∈ Λ}.

Aby pokaza¢ trzeci punkt niech g = 2f/(α(hα)K(e, f)). Wtedy K(e, g) =
K(e, f)/(α(hα)K(e, f)) = 2/α(hα), h = [e, g] = K(e, g)hα = 2hα/α(hα) i
α(h) = 2α(hα)/α(hα) = 2. A wi¦c [h, e] = α(h)e = 2e i [h, g] = −α(h)g = −2g
co oznacza »e h, e, g speªniaj¡ te same relacje komutacji co

H =

[
1 0
0 −1

]
, X =

[
0 1
0 0

]
, Y =

[
0 0
1 0

]
czyli h 7→ h, e 7→ X, g 7→ Y zadaje izomor�zm.
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Przypu±¢my teraz »e Aα ma wymiar wi¦kszy ni» 1. Wtedy istniaªby z ∈ Aα
taki »e z 6= 0, leczK(z, g) = 0. A wi¦c [g, z] = K(z, g)hα = 0, czyli z generowaªy
sko«czenie wymiarowy moduª M nad sl(2, F ) taki »e wszystkie warto±ci wªasne
h byªyby dodanie. Dokªadniej niech z0 = 0 i zk+1 = [e, zk]. Zauwa»my »e
istniej¡ staªe ck takie »e [g, zk] = ckzk−1 dla k ≥ 0 (gdzie c0 = 0 i z−1 =
0). Mianowicie indukcyjnie [g, zk+1] = [g, [e, zk]] = [[g, e], zk] + [e, [g, zk]] =
−[h, zk] + [e, ckzk−1] = −2kzk + ckzk czyli M = lin{adke(z) : k ∈ Z, k ≥ 0} bo
ta podprzestrze« jest niezmiennicza na dziaªanie h, e, g. Ale taki moduª M nie
istnieje co oznacza »e przestrze« Aα jest jednowymiarowa.

Podobnie, je±liAtα jest nietrywialne to hmusi mie¢ caªkowit¡ warto±¢ wªasn¡
na Atα, czyli 2t ∈ Z. Ale rola α i tα jest symetryczna, czyli równie» 2/t ∈ Z.
Gdyby t = 2 to A2α = ade(Aα) lecz jest to niemo»liwe bo Aα jest rozpinane
przez e i ade(Aα) = {0}. Przez symetri¦ wykluczone jest równie» t = −2,
t = 1/2, i t = −1/2. A wi¦c jedne mo»liwo±ci które pozostaj¡ to t = −1 lub
t = 1.

Aby pokaza¢ ostatni punkt rozwa»my podalgebr¦ A generowan¡ przez hα, e,
f . Jak wiemy ta algebra jest izomor�czna z sl(2, F ). NiechH = 2hα/K(hα, hα).
Z opisu sko«czenie wymiarowych moduªów nad sl(2, F ) wiemy »e w dowol-
nym takim module H ma caªkowite warto±ci wªasne. Rozwa»my dziaªanie
H na x ∈ Aβ : [H,x] = 2β(hα)/K(hα, hα) = 2K(hβ , hα)/K(hα, hα), czyli
2K(hβ , hα)/K(hα, hα) jako warto±¢ wªasna H jest liczb¡ caªkowit¡. �

Lemat 0.9 α(hα) ∈ Q i α(hα) > 0. Niech V = linQ{hα : α ∈ Λ}. Forma
Killinga obcieta do V przyjmuje warto±ci wymierne i jest dodatnio okre±lona.
Ponadto, je±li S ⊂ Λ i ∆ = {hα : α ∈ S} jest baz¡ C and F , to ∆ jest baz¡ V .

Dowód: α(hα) = K(hα, hα) =
∑
β∈Λ β(hα)2 =

∑
β∈Λ(rα,βα(hα))2 czyli

α(hα) =
1∑

β∈Λ r
2
α,β

,

wi¦c α(hα) ∈ Q i α(hα) > 0.
Je±li h =

∑
qαhα, to β(h) =

∑
α,β∈Λ qαrα,βα(hα) czyli β(h) ∈ Q. Je±li

h1, h2 ∈ V to K(h1, h2) =
∑
β∈Λ β(h1)β(h2) ∈ Q i K(h, h) =

∑
β∈Λ β(h)2 ≥ 0.

Je±li K(h, h) = 0 to dla ka»dego β ∈ Λ mamy β(h) = 0 i h jest ortogonalne
wzgl¦dem formy Killinga do C, czyli h = 0.

Niech ∆ jak wy»ej b¦dzie baz¡ C nad F , Ṽ = linQ(∆) i niech β ∈ Λ. Dla
hα ∈ ∆ mamy β(hα) = K(hβ , hα) ∈ Q czyli βinṼ ∗, czyli istnieje h̃ ∈ Ṽ taki

»e β(h) = K(h̃, h) dla h ∈ Ṽ . Jednak»e ∆ ⊂ Ṽ jest baz¡ C nad F , wi¦c
β(h) = K(h̃, h) dla h ∈ C, czyli h̃ = hβ , a wi¦c hβ ∈ Ṽ �

Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ nad ciaªem F ⊂ R. Za-
kªadamy »e na V jest zadany iloczyn skalarny. Dla wektora v ∈ V odbicie σv w
kierunku v de�niujemy wzorem

σv(x) = x− 2
v(v, x)

(v, v)

Lemat 0.10 Istnieje automor�zm φ : A 7→ A taki »e φ(C) = C, φ(hα) = −hα
i φ(h) = h dla h ∈ C takich »e α(h) = 0. Innymi sªowy, φ|C jest odbiciem w
kierunku hα.
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Dowód: Wybieramy e ∈ Aα, f ∈ A−α, tak by α([e, f ]) = 2. Wtedy podal-
gebra A generowana nad Q przez [e, f ], e, f jest izomor�czna z sl(2,Q). Niech

H =

[
1 0
0 −1

]
, X =

[
0 1
0 0

]
, Y =

[
0 0
1 0

]
Przy izomor�¹mie [e, f ] przechodzi na H, e przechodzi na X, f przechodzi
na Y . Zauwa»my »e ade i adf s¡ nilpotentnymi automor�zmami A, dlatego

ψ1 = exp(ade) =
∑

adke/k! i ψ2 = exp(−adf ) =
∑

(−adf )k/k! s¡ dobrze zde-
�nowanymi automor�zmami A. Poka»emy »e φ = ψ1ψ2ψ1 jest po»¡danym
automor�zmem. Mianowicie, je±li h ∈ C i α(h) = 0 to [h, e] = [h, f ] = 0,
czyli ade(h) = adf (h) = 0 i konsekwentnie ψ1(h) = ψ2(h) = 0, wiec φ(h) = h.
Pozostaje pokaza¢ »e φ([e, f ]) = −[e, f ]. Dzi¦ki izomor�zmowi algebry genero-
wanej przez [e, f ], e, f z sl(2,Q) jest to cwiczenie na mno»enie macierzy 2 na 2.
Dokªadniej, wystarczy wykona¢ obliczenia u»ywaj¡c adX i adY zamiast ade i
adf . Dla Z ∈ sl(2,Q) mamy adX(Z) = XZ − ZX = LX(Z) − RX(Z) gdzie
LX jest operatorem mno»enia z lewej strony, za± RX operatorem mno»enia z
prawej strony. Poniewa» mno»enie z lewej komutuje z mno»eniem z prawej
many exp(adX) = Lexp(X)Rexp(−X) i konsekwentnie φ([e, f ]) przechodzi przy
izomor�¹mie na Lexp(X) exp(−Y ) exp(X)Rexp(−X) exp(Y ) exp(−X)H. Teraz

exp(X) =

[
1 1
0 1

]

exp(−Y ) =

[
1 0
−1 1

]
exp(X) exp(−Y ) exp(X) =

[
0 1
−1 0

]
Lexp(X) exp(−Y ) exp(X)Rexp(−X) exp(Y ) exp(−X)H =

[
−1 0
0 1

]
= −H.

�
De�nicja: Niech V b¦dzie jak w de�nicji odbicia. Mówimy »e sko«czony

podzbiór Λ ⊂ V jest systemem pierwiastków je±li 0 /∈ Λ, Λ rozpina V i dla
ka»dego v ∈ Λ mamy σv(Λ) ⊂ Λ. Mówimy »e Λ jest krystalogra�czny je±li
2(α, β)/(β, β) ∈ Z dla dowolnych α, β ∈ Λ. Mówimy »e Λ jest zredukowany je±li
dla α, tα ∈ Λ implikuje »e t ∈ −1, 1.

Twierdzenie 0.11 Niech A, V , Λ b¦dz¡ jak wy»ej (na V rozpatrujemy iloczyn
skalarny wyznaczony przez form¦ Killinga). Λ jest zredukowanym krystalogra-
�cznym ukªadem pierwiastków na V . A jest wyznaczona przez Λ z dokªadno-
±ci¡ do izomor�zmu. Dla dowolnego zredukowanego krystalogra�cznego ukªadu
pierwiastków Λ istnieje póªprosta algebra Liego AΛ,F nad F z Λ jako ukªadem
pierwiastków. Ponadto istnieje póªprosta algebra Liego AΛ nad Q taka »e jej
podalgebra Cartana diagonalizuje si¦ i Λ jest jej ukªadem pierwiastków (innymi
sªowy, w odpowiedniej bazie mo»na A zde�niowa¢ nad liczbami wymiernymi).

Szkic dowodu: Na mocy 0.10 Λ jest ukªadem pierwiastków. Na mocy 0.8 Λ
jest zredukowanym ukªadem krystalogra�cznym. A priori Λ zale»y od wyboru
podalgebry Cartana. Jednak»e wszystkie podalgebry Cartana A s¡ sprz¦»one,
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tzn. dla downych podalgebr Cartana C1, C2 ⊂ A istnieje automor�zm A prze-
prowadzaj¡cy C1 na C2 (to twierdzenie pryjmujemy bez dowodu). Oznacza
to »e ukªad pierwiastków jest wyznaczony przez A z dokªadno±ci¡ do izomor�-
zmu. Istnienie algebry z zadanym ukªadem pierwiastków dowodzimy dla ka»-
dego nierozkªadalnego ukªadu pierwiastków z osobna (dla serii An, Bn, Cn i Dn

sprawdzamy »e klasyczne algebry maj¡ taki ukªad pierwiastków, potem trzeba
przeanalizowa¢ pozostaªe pi¦¢ ukªadów pierwiastków). Pomijam dowód pozo-
staªej cz¦±ci twierdzenia. �

Teraz chcemy wyznaczy¢ struktur¦ nierozkªadalnych ukªadów pierwiastków.

Lemat 0.12 Niech Λ b¦dzie ukªadem pierwiastów w przestrzni dwuwymiarowej
nad R za± eα = α/|α| dla α ∈ Λ. Wtedy eα s¡ wierzchoªkami 2n-k¡ta foremnego
dla pewnego n ∈ Z.

Dowód: eα s¡ wektorami jednostkowej dªugo±ci, ka»dy z nich wyznacza
punkt na okr¦gu jednostkowym. Ponumerujmy α tak by te punkty wypadaªy
po kolei, tzn. eαj−1 i eαj+1 s¡ najbli»szymi punktami do eαj (i le»¡ po róznych
stronach). Skoro ukªad pierwiastków jest nizmienniczy na odbicia w kierunku
swoich elementów, to σeαj (eαj−1

) = −eαj+1
, czyli k¡t mi¦dzy eαj−1

a eαj jest
taki sam jak k¡t mi¦dzy eαj a eαj+1

, co oznacza »e eα s¡ wierzchoªkami wielo-
k¡ta foremnego. Poniewa» α ∈ Λ implikuje −α ∈ Λ, moc {eα} jest parzysta.
�

Niech ω ∈ V b¦dzie wektorem takim »e (α, ω) 6= 0 dla α ∈ Λ, Λ+ = {α ∈
Λ : (α, ω) > 0}. Λ+ nazywamy zbiorem pierwiastków dodatnich.

Lemat 0.13 Niech ∆ ⊂ Λ+ b¦dzie zbiorem tych elementów Λ+ które daj¡
wszystkie kierunki ekstremalne sto»ka wypukªego generowanego przez Λ+. Wtedy
dla α, β ∈ ∆, α 6= β mamy (α, β) ≤ 0. Co wi¦cej k¡t pomi¦dzy α a β to
(n− 1)π/n dla pewngo n ∈ Z. Ponadto ∆ jest baz¡ V .

Dowód: Wiadomo dowolny element wªa±ciwego domkni¦tego sto»ka wypu-
kªago jest kombinacj¡ liniow¡ o wspóªczynnikach dodatnich elementów zada-
j¡cych kierunki ekstremalne. Czyli ka»dy element Λ+ jest kombinacj¡ linow¡
elementów z ∆. Poniewa» Λ = Λ+ ∪ −Λ+ to równie» ka»dy element z Λ jest
kombinacj¡ linow¡ elementów z ∆. Lecz Λ rozpina V czyli ∆ rozpina V . Je±li
V jest jednowymiarowe to ∆ skªada si¦ z jednego elementu i teza jest oczy-
wista. W przeciwnym razie dla α, β ∈ ∆ α 6= β rozpatrzmy podprzestrze«
Vα,β = lin{α, β} ⊂ V . Niech Ω = Λ ∩ Vα,β za± Ω+ = Λ+ ∩ Vα,β . Ω jest syste-
mem pierwiastków w przestrzeni dwuwymiarowej za± Ω+ odpowiednim ukªadem
pierwiastków dodatnich. Z lematu wiemy »e po unormowaniu elementy Ω s¡
wierzchoªkami 2n-k¡ta foremnego. n ≥ 2, przy tym dla n = 0 mamy czworok¡t
i wida¢ »e α i β s¡ ortogonalne. Dla n > 2 mamy |Ω+| = n, czyli pomi¦dzy α a
β musi by¢ n− 1 innych pierwiasków, czyli k¡t pomi¦dzy α a β to (n− 1)π/n.
Dla n > 2 to implikuje »e (α, β) < 0.

Aby pokaza¢ »e ∆ jest liniowo niezale»ne rozwa»my kombinacj¦ liniow¡∑
α∈∆ aαα. Niech D+ = {α ∈ ∆ : aα > 0}, D− = {α ∈ ∆ : aα < 0} i niech

w =
∑
α∈D+

aαα, v =
∑
α∈D−

aαα. Poniewa» dla αinΛ+ mamy (ω, α) > 0 to

(ω,w) =
∑
α∈D+

aα(ω, α) > 0 czyli w 6= 0 o ile D+ 6= ∅. Podobnie v 6= 0 o

ile D− 6= ∅. Je±li nie wszystkie wspóªczynniki rozwa»anej kombinacji liniowej
znikaj¡ to co najmniej jeden z D+ lub D− jest niepusty. Je±li dokªadnie je-
den jest niepusty to poprzednie uwagi pokazuj¡ »e ta kombinacja jest niezrowa.
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Je±li oba s¡ niepuste to (w + v, w + v) = (w,w) + 2(w, v) + (v, v). Nast¦pnie
(w, v) =

∑
α∈D+,β∈D−

aαaβ(α, β) ≥ 0 bo aα > 0, aβ < 0, (α, β) ≤ 0, czyli

(w + v, w + v) ≥ (w,w) + (v, v) > 0, czyli w + v 6= 0 co pokazuje liniow¡
niezale»no±¢. �

Diagramem Coxetera-Dynkina (lub krótko diagramem Dynkina) zwi¡zanym
z Λ nazywany graf którego wierchoªkami s¡ elementy ∆ za± kraw¦dzi¦ s¡ po-
mi¦dzy takimi α, β ∈ ∆ »e (α, β) < 0. Przy tym kraw¦dzi przypisujemy wag¦ n
je±li k¡t pomi¦dzy α a β to (n− 1)π/n.

Ogólniej, mo»emy rozpatrywa¢ ukªady wektorów ∆ takie »e dla α, β ∈ ∆,
α 6= β k¡t pomi¦dzy α a β to (n− 1)π/n dla pewnego n ∈ Z, n ≥ 2.

Lemat 0.14 Diagram Dynkina nie zawiera cykli.

Dowód. Je±li αi dla i = 1, . . . , k stanowi¡ cykl, to bior¡c ei = αi/|αi| i
v =

∑k
i=1 ei mam (v, v) =

∑k
i=1(ei, ei) + 2

∑
i 6=j(ei, ej). Dla i 6= j poª¡czonych

kraw¦dzi¡ k¡t mi¦dzy ei a ej to co najmniej 2π/3, czyli (ei, ej) ≤ −1/2. W
cyklu mamy k par i, j poª¡czonych kraw¦dziami, co oznacza »e (v, v) ≤ 0, co
daªoby sprzeczno±¢ z liniow¡ niezale»no±ci¡ αi. �

Dla α ∈ ∆ niech eα = α/|α|. Dla α, β ∈ ∆ niech qα,β = (eα, eβ)

Lemat 0.15 Niech S ∈ ∆, α /∈ S. Wtedy
∑
β∈S q

2
α,β < 1

Dowód: Bez zmniejszania ogólno±ci mo»emy zakªada¢ »e qα,β 6= 0 dla β ∈ S.
Z poprzedniego lematu (braku cykli) wynika teraz »e qβ1,β2

= 0 dla β1, β2 ∈ S,
czyli {eβ ∈ S} jest baz¡ ortonormaln¡ pewnej podprzestrzeni W ⊂ V . eα /∈W ,
czyli rzut eα naW ma dªugo±¢ mniejsz¡ ni» 1. Lecz kwadrat tej dªugo±ci wynosi∑
β∈S(eα, eβ)2 =

∑
β∈S q

2
α,β . �

Lemat 0.16 Spójny diagram Dynkina z kraw¦dzi¡ wagi ≥ 6 ma dwa wierz-
choªki.

Dowód. Niech α i β b¦d¡ wierzchoªkami poª¡czonymi kraw¦dzi¡ wagi ≥ 6.
Gdyby byªo wi¦cej wierzchoªków to istniaªaby wierzchoªek γ poª¡czony albo z α
albo z β. Bez utraty ogólno±ci mo»na zakªada¢ »e γ jest poª¡czony z α. Waga 6
oznacza »e q2

α,β ≥ 3/4, q2
α,γ ≥ 1/4 co daªoby sprzeczno±¢ z poprzednim lematem.

Lemat 0.17 Wierzchoªek diagramu Dynkina jest poª¡czony z co najwy»ej trzema
innymi wierzchoªkami. Je±li jest poª¡czony z trzema wierzchoªkami to wagi kra-
w¦dzi to 3. �aden wierzchoªek nie nale»y do dwu kraw¦dzi wagi ≥ 4.

Dowód. To wynika bezpo±rednio z lematy o sumie q2
α,β : q

2
α,β ≥ 1/4, a je±li

waga jest wi¦ksza ni» 3 to q2
α,β ≥ 1/2 �

Lemat 0.18 Diagram Dynkina zawiera co najwy»ej jeden punkt rozgaª¦zienia i
co najwy»ej jedn¡ kraw¦d¹ wagi ≥ 4. Je±li jest punkt rozgaª¦zienia to wszystkie
wagi to 3.

Lematy powy»ej i kilka nast¦pnych lematów tego typu w sumie daje dowód
podanego na wykªadzie twierdzenia o klasy�kacji ukªadów pierwiastków.
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