1. Jedli L jest algebra Liego nad cialem K, V jest modulem Liego nad
L ktory jest skoriczenie wymiarowa przestrzenig wektorowg nad K to forma
Ky (z,y) = Tr(p(z)p(y)) gdzie p(x) : V — V jest dzialaniem z, jest symetryczna
forma niezmiennicza na L.

Uwaga: W szczeg6lnosci wynika stad niezmienniczo$é formy Killinga.

2. Pokaza¢ ze jedli L jest skoiiczenie wymiarowa prosta algebra Liego nad
cialem charakterystyki 0, to dowolna symetryczna forma niezmiennicza na L
jest wielokrotnoscig formy Killinga. A wiec forma z zadania 1 jest zerowa lub
niezdegenerowana.

3. Pokaza¢ ze skonczenie wymiarowa algebra poéltprosta nad cialem charak-
terystyki O jest suma prosta algebr prostych.

4. Pokazaé ze skorniczenie wymiarowa algebra pélprosta L nad cialem liczb
rzeczywistych jest algebra Liego pewnej grupy zwartej G wtedy i tylko wtedy
gdy forma Killinga L jest ujemnie okreslona.

Wskazoéwka: Dla algebr prostych rozwazy¢ obraz L w unitarnej reprezentacji
G.

5. Pokazaé¢ ze jesli L jest skonczenie wymiarowa polprosta algebra Liego
nad cialem algebraicznie domknietym charakterystyki 0, e, ..., e, jest baza L,
fi,..., fn jest baza dualng wzgledem formy Killinga (tzn. K(e;, f;) = 0;,;) to
element ) ., e;f; € E(L) lezy w centum uniwersalnej algebry obwiedniej E(L).
Element ten nazywamy (uniwersalnym) operatorem Casimira.

Wskazowka: Jesli [z, e;] = Z;L a; j€j5, [z, f;] = > b;i;fi to niezmienniczosé
implikuje ze a; ; + b; ; = 0.

6. Niech A bedzie algebra Liego zwartej grupy Liego G i niech T bedzie
maksymalng spojna abelowa podgrupa G. Pokazaé¢ ze algebra Liego T jest
podalgebra Cartana w A.

7. W grupie G = SU(n) znalez¢ maksymala sp6jna podgrupe przemienna
T i jej algebre Liego. Wyznaczy¢ W = {g € G : gTg~' = T'}. Jak W dziala na
algebrze Liego 17



