
1. Je±li L jest algebr¡ Liego nad ciaªem K, V jest moduªem Liego nad
L który jest sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡ nad K to forma
KV (x, y) = Tr(ρ(x)ρ(y)) gdzie ρ(x) : V 7→ V jest dziaªaniem x, jest symetryczn¡
form¡ niezmiennicz¡ na L.

Uwaga: W szczególno±ci wynika st¡d niezmienniczo±¢ formy Killinga.
2. Pokaza¢ »e je±li L jest sko«czenie wymiarow¡ prost¡ algebr¡ Liego nad

ciaªem charakterystyki 0, to dowolna symetryczna forma niezmiennicza na L
jest wielokrotno±ci¡ formy Killinga. A wi¦c forma z zadania 1 jest zerowa lub
niezdegenerowana.

3. Pokaza¢ »e sko«czenie wymiarowa algebra póªprosta nad ciaªem charak-
terystyki 0 jest sum¡ prost¡ algebr prostych.

4. Pokaza¢ »e sko«czenie wymiarowa algebra póªprosta L nad ciaªem liczb
rzeczywistych jest algebr¡ Liego pewnej grupy zwartej G wtedy i tylko wtedy
gdy forma Killinga L jest ujemnie okre±lona.

Wskazówka: Dla algebr prostych rozwa»y¢ obraz L w unitarnej reprezentacji
G.

5. Pokaza¢ »e je±li L jest sko«czenie wymiarow¡ póªprost¡ algebr¡ Liego
nad ciaªem algebraicznie domkni¦tym charakterystyki 0, e1, . . . , en jest baz¡ L,
f1, . . . , fn jest baz¡ dualn¡ wzgl¦dem formy Killinga (tzn. K(ei, fj) = δi,j) to
element

∑n
i=1 eifi ∈ E(L) le»y w centum uniwersalnej algebry obwiedniej E(L).

Element ten nazywamy (uniwersalnym) operatorem Casimira.
Wskazówka: Je±li [x, ei] =

∑n
j ai,jej , [x, fj ] =

∑
bi,jfi to niezmienniczo±¢

implikuje »e ai,j + bi,j = 0.
6. Niech A b¦dzie algebra Liego zwartej grupy Liego G i niech T b¦dzie

maksymaln¡ spójn¡ abelow¡ podgrup¡ G. Pokaza¢ »e algebra Liego T jest
podalgebr¡ Cartana w A.

7. W grupie G = SU(n) znale¹¢ maksymal¡ spójn¡ podgrup¦ przemienn¡
T i jej algebr¦ Liego. Wyznaczy¢ W̃ = {g ∈ G : gTg−1 = T}. Jak W̃ dziaªa na
algebrze Liego T?
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