
1. Niech A b¦dzie póªprost¡ algebr¡ Liego nad ciaªem liczb zespolonych,
niech G b¦dzie (zespolon¡) spójn¡ grup¡ Liego z algebr¡ Liego A. Oznaczmy
przez Int(A) podgrup¦ grupy automor�zmów A odpowiadajacych automor�-
zmom wewn¦trznym G (tzn. ig(x) = gxg−1, φ(g) = Dig|x=e, Int(A) = φ(G)).
Pokaza¢ »e Int(A) jest generowana przez elementy postaci exp(adx) dla x ∈ A
takich »e adx jest nilpotentny.

Wskazówka: Zrobi¢ to najpierw dla grupy SL(2,C)
2. Algebra Liego sl(2, F ) jest generowana przez elementy H, X, Y takie »e

H = [X,Y ], [H,X] = 2X, [H,Y ] = −2Y . Niech M b¦dzie moduªem prostyn
dla sl(2, F ) i niech v ∈ M b¦dzie wektorem wªasnym H. Pokaza¢ »e M jest
rozpinany przez {v} ∪ {Xkv : k > 0} ∪ {Y kv : k > 0}. Je±li M jest sko«czenie
wymiarowy a F jest algebraicznie domkni¦te charakterystyki 0 to istnieje v
taki v jest wektorem wªasnym H i Xv = 0. Niech λ b¦dzie warto±ci¡ wªasn¡ H
odpowiadaj¡c¡ v, tzn. Hv = λv i niech vk = Y kv. Pokaza¢ »eHvk = (λ−2k)vk i
wywnioskowa¢ st¡d »e

∑
(λ−2k) gdzie suma jest po takich k »e vk 6= 0. Pokaza¢

»e suma jest równa 0 tylko wtedy gdy λ = m gdziem jest maksymalnym k takim
»e vk 6= 0. Wywnioskowa¢ st¡d »e M jest izomor�czny z jednym z moduªów
z zadnia 1 z listy 8. Ponadto TrM (H2) > 0. Uzasadni¢ »e wynik pozostaje
prawdziwy bez zaªo»enia algebraicznej domkni¦to±ci F .

3. Niech A b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ sko«czenie wymiarow¡ póªprost¡
algebr¡ Liego nad ciaªem algebraicznie domkni¦tym charakterystyki 0 z podal-
gebr¡ Cartana C, za±M b¦dzie moduªem sko«czenie wymiarowym nad A. Niech
elementy hα ∈ C b¦d¡ zde�niowane jak na wykªadzie. Pokaza¢ »e TrM (h2α) jest
liczb¡ caªkowit¡ dodatni¡.

4. Pokaza¢ »e sko«czenie wymiarowy moduª Liego nad sko«czenie wymia-
row¡ póªprost¡ algebr¡ Liego nad ciaªem charakterystyki 0 jest sum¡ prost¡
moduªów prostych.

Wskazówka: U»y¢ form¦ KV z zadania 1 listy 10. Niezerowo±¢ formy wynika
z zadnia 3.

5. Riemannowsk¡ przestrzeni¡ symtetryczn¡ nazywany spójn¡ rozmaito±¢
Riemanna M tak¡ »e dla »e dla ka»dego x ∈ M istnieje gªadka izometia σx :
M 7→ M taka »e σx = x, σ2

x = idM , istnieje otoczenie Vx punktu x, takie
»e σx(Vx) = Vx i x jest jedynym punktem staªym σx na Vx. Niech G b¦dzie
grup¡ izometriiM . Pokaza¢ »e przy tych zaªo»eniach G jest grup¡ Liego i dziaªa
tranzytywnie na M . Niech K b¦dzie stabilizatorem ustalonego punktu x ∈M .
Wtedy M jest dyfeomor�czne z G/K za± K jest zwarte. Ponadto g 7→ ψ(g) =
σxgσx jest automor�zmem G takim »e ψ2 = idG. Niech φ b¦dzie pochodn¡ ψ
w identyczo±ci G. Wtedy algebra Liego g grupy G ma rozkªad g = k⊕ p gdzie
k jest podprzestrzeni¡ punktów staªych φ za± k jest podprzestrzeni¡ wªasn¡ φ
odpowiadaj¡c¡ warto±ci wªasnej −1. Przy tym [k,k] ⊂ k, [k,p] ⊂ p i [p,p] ⊂ k.
Ponadto k jest algebr¡ Liego K.

Wskazówka: Aby pokaza¢ tranzytywno±¢ rozwa»y¢ bliskie x i y i geodetyk¦
ª¡cz¡c¡ x z y. Je±li z jest punktem geodetyki równo odlegªym od x i od y to
σz(x) = y.

6. Pokaza¢ »e je±li g jest algebr¡ Liego grupy Liego G, za± φ jest auto-
mor�zmen g takim »e ψ2 = idg, k i p zde�nujemy jak w zadaniu wy»ej i k
jest algebr¡ Liego zwartej podgrupy K, to G/K mo»na zaopatrzy¢ w struk-
tur¦ Riemannowskiej przestrzeni symetrycznej. W takim przypadku par¦ (g,k)
nazywamy Riemannowsk¡ par¡ symetryczn¡.
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