1. Niech A bedzie polprosty algebrg Liego nad cialem liczb zespolonych,
niech G bedzie (zespolona) spojna grupa Liego z algebra Liego A. Oznaczmy
przez Int(A) podgrupe grupy automorfizméw A odpowiadajacych automorfi-
zmom wewnetrznym G (tzn. ig(z) = grg™', ¢(9) = Digluee, Int(A) = ¢(Q)).
Pokazaé ze Int(A) jest generowana przez elementy postaci exp(ad,) dla z € A
takich ze ad, jest nilpotentny.

Wskazowka: Zrobié to najpierw dla grupy SL(2,C)

2. Algebra Liego s1(2, F') jest generowana przez elementy H, X, Y takie ze
H = [X,Y], [H,X] = 2X, [H,Y] = —2Y. Niech M bedzie modutem prostyn
dla sl(2, F) i niech v € M bedzie wektorem wlasnym H. Pokaza¢ ze M jest
rozpinany przez {v} U {X*v : k> 0} U{Y* v :k > 0}. Jesli M jest skoriczenie
wymiarowy a F' jest algebraicznie domkniete charakterystyki 0 to istnieje v
taki v jest wektorem wlasnym H i Xv = 0. Niech A bedzie wartoscia wlasna H
odpowiadajaca v, tzn. Hv = \viniech vy, = Y*v. Pokazaé ze Hvy, = (A—2k)vy, i
wywnioskowaé stad ze > (A—2k) gdzie suma jest po takich k ze v, # 0. Pokazaé
ze suma jest réwna 0 tylko wtedy gdy A = m gdzie m jest maksymalnym k takim
ze v # 0. Wywnioskowaé stad ze M jest izomorficzny z jednym z modutéw
7z zadnia 1 z listy 8. Ponadto Trp(H?) > 0. Uzasadnié¢ ze wynik pozostaje
prawdziwy bez zalozenia algebraicznej domknietosci F.

3. Niech A bedzie skonczenie wymiarowa skoriczenie wymiarowa potprosta
algebra Liego nad cialem algebraicznie domknietym charakterystyki 0 z podal-
gebra Cartana C, za§ M bedzie modulem skoriczenie wymiarowym nad A. Niech
elementy h,, € C beda zdefiniowane jak na wykladzie. Pokazac¢ ze Trpr(h2) jest
liczba catkowita dodatnig.

4. Pokazaé ze skoiiczenie wymiarowy modul Liego nad skonczenie wymia-
rowa poélprosta algebra Liego nad cialem charakterystyki O jest suma prosta
modutéw prostych.

Wskazowka: Uzy¢ forme Ky z zadania 1 listy 10. Niezerowosé formy wynika
z zadnia 3.

5. Riemannowska przestrzenig symtetryczng nazywany spojna rozmaitosé
Riemanna M taka ze dla ze dla kazdego x € M istnieje gltadka izometia o, :
M + M taka ze o, = x, 02 = idyy, istnieje otoczenie V, punktu z, takie
ze 0,(Vy) = Vi 1z jest jedynym punktem stalym o, na V,. Niech G bedzie
grupg izometrii M. Pokazaé ze przy tych zatozeniach G jest grupa Liego i dziata
tranzytywnie na M. Niech K bedzie stabilizatorem ustalonego punktu =z € M.
Wtedy M jest dyfeomorficzne z G/K za$ K jest zwarte. Ponadto g — ¥(g) =
090, jest automorfizmem G takim ze ¢? = idg. Niech ¢ bedzie pochodna 1
w identyczosci G. Wtedy algebra Liego g grupy G ma rozktad g = k @ p gdzie
k jest podprzestrzenia punktéw statych ¢ zas k jest podprzestrzenia wlasng ¢
odpowiadajaca wartosci wtasnej —1. Przy tym [k, k] C k, [k,p] C pi[p,p] C k.
Ponadto k jest algebra Liego K.

Wskazéwka: Aby pokazaé tranzytywnos$¢ rozwazyé bliskie x i y 1 geodetyke
taczaca = z y. Jedli z jest punktem geodetyki réwno odleglym od z i od y to
o.(z) =y.

6. Pokazac¢ ze jesli g jest algebra Liego grupy Liego G, za$ ¢ jest auto-
morfizmen g takim ze ¢? = idg, k i p zdefinujemy jak w zadaniu wyzej i k
jest algebra Liego zwartej podgrupy K, to G/K mozna zaopatrzy¢ w struk-
ture Riemannowskiej przestrzeni symetrycznej. W takim przypadku pare (g, k)
nazywamy Riemannowska para symetryczna.



