1. Wyznaczy¢ podalgebre Cartana i uktad pierwiastkow dla kompleksyfi-
cji algebr Liego grup SU(3), SO(5) i Sp(2). Grupe Sp(n) definiujemy jako
podgrupe SU(2n) skladajaca sie z elementéw komutujacych z operatorem J za-
danym wzorem J(z,y) = (—y,z) dla x,y € C"*. Sp(n) ma uklad pierwiastkow
C, dlan>2.

Definicja: Niech V' bedzie skoniczenie wymiarows przestrzenia wektorowa z
dodatnio okreslonym iloczynem skalarnym nad pewnym podciatlem ciata liczb
rzeczywistych. A C V — {0} jest uktadem pierwiastkow jesli A jest skoriczony,
rozpina V' i jest niezmienniczy na odbicia wzgedem swoich elementéw, tzn. dla
dowolnego o € A mamy o,(A) = A. Uklad pierwiastow nazwywamy krysta-
lograficznym, jesli dla dowolnych «, 8 € A liczba 2(«, 8)/(«, @) (gdzie («, )
oznacza iloczyn skalarny) jest catkowita. Gdy A; C V1 1 Ay C V5 sg ukladami
pierwiastkow to suma ich prosta nawywamy uklad pierwiastkow w Vi & V5 (z
naturalym iloczynem skalarnym) otrzymany jako suma obrazéw A; i As przez
naturalne wlozenia. Uklad pierwiastkéw nazywamy nierozktadalnym gdy nie da
sie go przedstawi¢ jako sume prosta.

2. Niech A C V bedzie ukladem pierwiastkéw i niech V; bedzie podprze-
strzenig V. Pokaza¢ ze A NV jest albo puste albo jest ukladem pierwiastow
dla pewnej podprzestrzeni Vi. W szczegélnosci niech o, 8 € A beda liniowo
niezalezne i niech V,, g = lin{a, 8}. Wtedy ANV, g jest ukladem pierwiastkow.

Definicja: Dla o € A niech e, = a/|al.

3. Niech A bedzie ukladem pierwiastow w przestrzni dwuwymiarowej nad
R. Pokaza¢ ze e, sa wierzchotkami 2n-kata foremnego dla pewnego n € Z.
Ponadto pokazaé¢ ze grupa generowana przez odbicia wzgledem elementéw A
ma na {e,} co najwyzej dwie orbity.

4. Pokazac ze uklad pierwiastkow A C V jest krystalograficzny wtedy i tylko
wtedy gdy modutl nad liczbami catkowitymi rozpinany przez A jest dyskretnym
podzbiorem V.

Wskazowka: Aby pokazaé ze uklad jest krystalograficzny rozwazy¢ poduktad
w przestrzeni dwuwymiarowej.

5. Pokac ze {e, : @ € A} jest uktadem pierwiastkow. Podaé przykltad gdy A
jest uktadem krystalograficznym, ale {e,, nie tworza uktadu krystalograficznego.

Definicja: Niech w € V bedzie wektorem takim ze (o,w) # 0 dla a € A,
Ay ={a € A: (a,w) > 0}. Ay nazywamy zbiorem pierwiastkow dodatnich.
Kierunkiem ekstemalnym stozka wypuklego S nazyway taki element v € S ze
v nie daje sie przedstawi¢ jako kombinacja wypukla elementéw S nie bedacych
wielokrotno§ciami v. Niech A C A bedzie zbiorem tych elementéw A, ktore
daja wszystkie kierunki ekstremalne stozka wypuklego generowanego przez A .
Jesli jest wiecej niz jeden wektor z A, o danym kierunku ekstremalnym to
wybieramy najkrétszy. A nazywamy zbiorem pierwiastkéw prostych.

Uwaga: Zbior A, zalezy od w, ale rézne wybory daja rownowazne wtasnosci.

6. Pokaza¢ ze dla «, 8 € A mamy (a, 8) < 0. Ponadto kat pomiedzy « a 3
to (n — 1)m/n dla pewngo n € Z. Wywnioskowac stad ze A jest baza V.

Wskazowka: Rozwazyé uklad dwuwymiarowy w podprzestrzni rozpinanej
przez a i .

Definicja: Diagramem Coxetera-Dynkina (lub krétko diagramem Dynkina)
zwigzanym z A nazywany graf ktorego wierchotkami sa elementy A za$ krawedzie
sa pomiedzy takimi «, 8 € A ze («, 8) < 0. Przy tym krawedzi przypisujemy
wage n jesli kat pomiedzy « a f to (n — 1)7/n.

7. Pokazaé ze diagram Coxetera-Dynkina nie zwiera cykli.



Wskazowka: Jesli a; dla i = 1,...,k stanowia cykl, to niech v = Zle €ai-
Pokaza¢ ze wtedy (v,v) < 0.

8. Dla «,3 € A niech g4 3 = (€q,e3). Niech S C A, a ¢ S. Pokazaé ze
wtedy Y sc5d0 5 < 1

Wskazoéwka: Mozna zakladaé ze ¢o,3 # 0. Wywnioskowaé stad ze gg, g, =0
dla 61, ﬁg es.

9. Pokazaé¢ ze diagram Coxetera-Dynkina jest spojny wtedy i tylko wtedy
gdy uktad pierwiastkéw jest nierozktadalny.

10. Pokaza¢ ze spojny diagram Dynkina z krawedzia wagi > 6 ma dwa
wierzchotki.

Wskazowka: Uzyé wynik zadania 7.

11. Pokaza¢ ze wierzchotek diagramu Dynkina jest polaczony z co najwyzej
trzema innymi wierzchotkami. Jesli jest poltaczony z trzema wierzchotkami to
wagi krawedzi to 3. Zaden wierzotek nie nalezy do dwu krawedzi wagi > 4.

12. Spojny diagram Dynkina zawiera co najwyzej jeden punkt rozgalezienia
i conajwyzej jedna krawedz wagi > 4. Jedli jest punkt rozgalezienia to wszystkie
wagi to 3.

13. Jesli jest krawedz wagi 5 to jest ona na koncu, a diagram ma co najwyzej
4 wierzchotki.

14. Jesli krawedz wagi 4 nie jest na koncu, to sa tylko 4 wierzcholki.

15. Jesli jest punkt rozgalezienia, to jedno z odgalezien ma dlugosé 1, a
drugie dlugosé co najwyzej 2.

16. Jedli jest punkt rozgatezienia i jedno z odgaleziei ma dlugosd¢ 2, to
najdluzsze odgalezienie ma dlugosé 4.

Definicja: Groupa Weyla W nazywamy grupe generowang przez odbicia
wzgledem elementéw ukladu pierwiastkéw. Niech

U={zeV:(z,a) =0 dlapewnego a € A}

Komoérka Weyla nazywamy sktadowa spdjng U.

17. Pokaza¢ ze {x € V : (z, ) > 0dla a € A} jest komorka Weyla.

18. Pokazaé¢ ze grupa generowana przez odbicia wzgledem pierwiastkow
prostych A (a wiec rowniez grupa Weyla W) dziala tranzytywnie na zbiorze
komorek Weyla. Wywnioskowaé stad ze diagram Coxetera-Dynkina jest jedno-
znacznie wyznaczony przez uklad pierwiastkéw (nie zalezy od wybranego po-
rzadku).

Wskazoéwka: Niech F' bedzie sumg fragmentéw kowymiaru 2 scian komoérek
Weyla. Sprawdzi¢ ze V — F pozostaje spdjne, za$ orbita domkniecia komaorki
Weyla jest zaréwno otwarta jak i domknieta w V' — F.

19. Pokazaé¢ ze grupa Weyla W jest generowana przez odbicia wzgledem
pierwiastkow prostych A.

Wskazoéwka: W wymiarze 2 pokazaé to bezposrednio. Dla wyzszych wymia-
row rozwazy¢ najpierw pierwiastki lezace na brzegu stozka rozpinanego przez
A.

Definicja: Uklad pierwiastkow A nazywamy zredukowanym jesli dla dowo-
lego @ € A mamy {t e R:tav € A} = {-1,1}

20. Pokazaé ze zredukowany uktad pierwiastkéw jest jednoznacznie wyzna-
czony przez dlugosci pierwiastkéw prostych i diagram Coxetera-Dynkina.

21. Pokazac ze jesli uktad pierwiastkow jest krystalograficzny to kazdy pier-
wiastek ma taka dlugosé jak pewien pierwiastek prosty. Jesli uklad jest nieroz-
ktadalny to sa co najwyzej dwie dlugosci.



