
1. Wyznaczy¢ podalgebr¦ Cartana i ukªad pierwiastków dla kompleksy�-
cji algebr Liego grup SU(3), SO(5) i Sp(2). Grup¦ Sp(n) de�niujemy jako
podgrup¦ SU(2n) skªadaj¡c¡ si¦ z elementów komutuj¡cych z operatorem J za-
danym wzorem J(x, y) = (−y, x) dla x, y ∈ Cn. Sp(n) ma ukªad pierwiastków
Cn dla n ≥ 2.

De�nicja: Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡ z
dodatnio okre±lonym iloczynem skalarnym nad pewnym podciaªem ciaªa liczb
rzeczywistych. Λ ⊂ V − {0} jest ukªadem pierwiastków je±li Λ jest sko«czony,
rozpina V i jest niezmienniczy na odbicia wzg¦dem swoich elementów, tzn. dla
dowolnego α ∈ Λ mamy σα(Λ) = Λ. Ukªad pierwiastów nazwywamy krysta-
logra�cznym, je±li dla dowolnych α, β ∈ Λ liczba 2(α, β)/(α, α) (gdzie (α, β)
oznacza iloczyn skalarny) jest caªkowita. Gdy Λ1 ⊂ V1 i Λ2 ⊂ V2 s¡ ukªadami
pierwiastków to sum¡ ich prost¡ nawywamy ukªad pierwiastków w V1 ⊕ V2 (z
naturalym iloczynem skalarnym) otrzymany jako suma obrazów Λ1 i Λ2 przez
naturalne wªo»enia. Ukªad pierwiastków nazywamy nierozkªadalnym gdy nie da
si¦ go przedstawi¢ jako sum¦ prost¡.

2. Niech Λ ⊂ V b¦dzie ukªadem pierwiastków i niech V1 b¦dzie podprze-
strzeni¡ V . Pokaza¢ »e Λ ∩ V1 jest albo puste albo jest ukªadem pierwiastów
dla pewnej podprzestrzeni V1. W szczególno±ci niech α, β ∈ Λ b¦d¡ liniowo
niezale»ne i niech Vα,β = lin{α, β}. Wtedy Λ∩Vα,β jest ukªadem pierwiastków.

De�nicja: Dla α ∈ Λ niech eα = α/|α|.
3. Niech Λ b¦dzie ukªadem pierwiastów w przestrzni dwuwymiarowej nad

R. Pokaza¢ »e eα s¡ wierzchoªkami 2n-k¡ta foremnego dla pewnego n ∈ Z.
Ponadto pokaza¢ »e grupa generowana przez odbicia wzgl¦dem elementów Λ
ma na {eα} co najwy»ej dwie orbity.

4. Pokaza¢ »e ukªad pierwiastków Λ ⊂ V jest krystalogra�czny wtedy i tylko
wtedy gdy moduª nad liczbami caªkowitymi rozpinany przez Λ jest dyskretnym
podzbiorem V .

Wskazówka: Aby pokaza¢ »e ukªad jest krystalogra�czny rozwa»y¢ podukªad
w przestrzeni dwuwymiarowej.

5. Poka¢ »e {eα : α ∈ Λ} jest ukªadem pierwiastków. Poda¢ przykªad gdy Λ
jest ukªadem krystalogra�cznym, ale {eα nie tworz¡ ukªadu krystalogra�cznego.

De�nicja: Niech ω ∈ V b¦dzie wektorem takim »e (α, ω) 6= 0 dla α ∈ Λ,
Λ+ = {α ∈ Λ : (α, ω) > 0}. Λ+ nazywamy zbiorem pierwiastków dodatnich.
Kierunkiem ekstemalnym sto»ka wypukªego S nazyway taki element v ∈ S »e
v nie daje si¦ przedstawi¢ jako kombinacja wypukªa elementów S nie b¦d¡cych
wielokrotno±ciami v. Niech ∆ ⊂ Λ+ b¦dzie zbiorem tych elementów Λ+ które
daj¡ wszystkie kierunki ekstremalne sto»ka wypukªego generowanego przez Λ+.
Je±li jest wi¦cej ni» jeden wektor z Λ+ o danym kierunku ekstremalnym to
wybieramy najkrótszy. ∆ nazywamy zbiorem pierwiastków prostych.

Uwaga: Zbiór Λ+ zale»y od ω, ale ró»ne wybory daj¡ równowa»ne wªasno±ci.
6. Pokaza¢ »e dla α, β ∈ ∆ mamy (α, β) ≤ 0. Ponadto k¡t pomi¦dzy α a β

to (n− 1)π/n dla pewngo n ∈ Z. Wywnioskowa¢ st¡d »e ∆ jest baz¡ V .
Wskazówka: Rozwa»y¢ ukªad dwuwymiarowy w podprzestrzni rozpinanej

przez α i β.
De�nicja: Diagramem Coxetera-Dynkina (lub krótko diagramem Dynkina)

zwi¡zanym z Λ nazywany graf którego wierchoªkami s¡ elementy ∆ za± kraw¦dzi¦
s¡ pomi¦dzy takimi α, β ∈ ∆ »e (α, β) < 0. Przy tym kraw¦dzi przypisujemy
wag¦ n je±li k¡t pomi¦dzy α a β to (n− 1)π/n.

7. Pokaza¢ »e diagram Coxetera-Dynkina nie zwiera cykli.
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Wskazówka: Je±li αi dla i = 1, . . . , k stanowi¡ cykl, to niech v =
∑k
i=1 eαi

.
Pokaza¢ »e wtedy (v, v) ≤ 0.

8. Dla α, β ∈ ∆ niech qα,β = (eα, eβ). Niech S ⊂ ∆, α /∈ S. Pokaza¢ »e
wtedy

∑
β∈S q

2
α,β < 1

Wskazówka: Mo»na zakªada¢ »e qα,β 6= 0. Wywnioskowa¢ st¡d »e qβ1,β2 = 0
dla β1, β2 ∈ S.

9. Pokaza¢ »e diagram Coxetera-Dynkina jest spójny wtedy i tylko wtedy
gdy ukªad pierwiastków jest nierozkªadalny.

10. Pokaza¢ »e spójny diagram Dynkina z kraw¦dzi¡ wagi ≥ 6 ma dwa
wierzchoªki.

Wskazówka: U»y¢ wynik zadania 7.
11. Pokaza¢ »e wierzchoªek diagramu Dynkina jest poª¡czony z co najwy»ej

trzema innymi wierzchoªkami. Je±li jest poª¡czony z trzema wierzchoªkami to
wagi kraw¦dzi to 3. �aden wierzoªek nie nale»y do dwu kraw¦dzi wagi ≥ 4.

12. Spójny diagram Dynkina zawiera co najwy»ej jeden punkt rozgaª¦zienia
i co najwy»ej jedn¡ kraw¦d¹ wagi ≥ 4. Je±li jest punkt rozgaª¦zienia to wszystkie
wagi to 3.

13. Je±li jest kraw¦d¹ wagi 5 to jest ona na ko«cu, a diagram ma co najwy»ej
4 wierzchoªki.

14. Je±li kraw¦dz wagi 4 nie jest na ko«cu, to s¡ tylko 4 wierzchoªki.
15. Je±li jest punkt rozgaª¦zienia, to jedno z odgaª¦zie« ma dªugo±¢ 1, a

drugie dªugo±¢ co najwy»ej 2.
16. Je±li jest punkt rozgaª¦zienia i jedno z odgaª¦zie« ma dªugo±¢ 2, to

najdªu»sze odgaª¦zienie ma dªugo±¢ 4.
De�nicja: Group¡ Weyla W nazywamy grup¦ generowan¡ przez odbicia

wzgl¦dem elementów ukªadu pierwiastków. Niech

U = {x ∈ V : (x, α) = 0 dla pewnego α ∈ Λ}
Komórk¡ Weyla nazywamy skªadow¡ spójn¡ U .

17. Pokaza¢ »e {x ∈ V : (x, α) > 0dla α ∈ ∆} jest komórk¡ Weyla.
18. Pokaza¢ »e grupa generowana przez odbicia wzgl¦dem pierwiastków

prostych ∆ (a wi¦c równie» grupa Weyla W ) dziaªa tranzytywnie na zbiorze
komórek Weyla. Wywnioskowa¢ st¡d »e diagram Coxetera-Dynkina jest jedno-
znacznie wyznaczony przez ukªad pierwiastków (nie zale»y od wybranego po-
rz¡dku).

Wskazówka: Niech F b¦dzie sum¡ fragmentów kowymiaru 2 scian komórek
Weyla. Sprawdzi¢ »e V − F pozostaje spójne, za± orbita domkni¦cia komórki
Weyla jest zarówno otwarta jak i domkni¦ta w V − F .

19. Pokaza¢ »e grupa Weyla W jest generowana przez odbicia wzgl¦dem
pierwiastków prostych ∆.

Wskazówka: W wymiarze 2 pokaza¢ to bezpo±rednio. Dla wy»szych wymia-
rów rozwa»y¢ najpierw pierwiastki le»¡ce na brzegu sto»ka rozpinanego przez
∆.

De�nicja: Ukªad pierwiastków Λ nazywamy zredukowanym je±li dla dowo-
lego α ∈ Λ mamy {t ∈ R : tα ∈ Λ} = {−1, 1}

20. Pokaza¢ »e zredukowany ukªad pierwiastków jest jednoznacznie wyzna-
czony przez dªugo±ci pierwiastków prostych i diagram Coxetera-Dynkina.

21. Pokaza¢ »e je±li ukªad pierwiastków jest krystalogra�czny to ka»dy pier-
wiastek ma tak¡ dªugo±¢ jak pewien pierwiastek prosty. Je±li ukªad jest nieroz-
kªadalny to s¡ co najwy»ej dwie dªugo±ci.
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