
1. Par¦ grup (G,K) gdzieG jest lokalnie zwarta za±K jest zwarta nazywamy
par¡ Gelfanda je±li algebra splotowa funkcji dwustronnie K niezmienniczych
(tzn. speªniaj¡cych warunek ∀x∈G,k1,k2∈Kf(x) = f(k1xk2)) jest przemienna.
Pokaza¢ »e je±li dla dowolnego x ∈ G zachodzi x−1 ∈ KxK to para (G,K) jest
par¡ Gelfanda. Pokaza¢ »e je±li para grup Liego (G,K) jest Riemannowsk¡ par¡
symetryczn¡ (tzn. para ich algebr Liego speªnia warunek z zadania 6 z listy 11),
to speªniony jest warunek powy»ej i para (G,K) jest par¡ Gelfanda.

2. Grupa SO+(n, 1) to spójna skªadowa jedynki w grupie macierzy rzeczywi-
stych zachowuj¡cych form¦ kwadrat¡ o sygnaturze (n, 1). Pokaza¢ »e naturalne
wªo»enie SO(n) w SO+(n, 1) daje maksymaln¡ podgrup¦ zwart¡ w SO+(n, 1).
Pokaza¢ »e para (SO+(n, 1), SO(n)) z automor�zmem ψ(x) = (x−1)T gdzie xT

oznacza transpozycj¦ jest par¡ symetryczn¡. Opisa¢ rozkªad algebry Liego na
podprzestrzenie k i p. Pokaza¢ »e maksymalne podprzestrzenie abelowe w p s¡
jednowymiarowe.

3. Niech L1 b¦dzie podzbiorem w R8 skªadaj¡cym si¦ z wektorów o wspóª-
czynnikach caªkowtych, takich »e suma skªadowch

∑
xi jest parzysta. Niech

L3 = L1 + Zw gdzie w = (1/2, 1/2, . . . , 1/2). Pokaza¢ »e L3 jest dyskretn¡
podgrup¡ R8 i »e dla dowolnych v1, v2 ∈ L3 mamy (v1, v2) ∈ Z. Niech Λ = {v ∈
L3 : (v, v) = 2}. Opisa¢ elementy Λ. Pokaza¢ »e Λ jest ukªadem pierwiastków z
diagramem Dynkina E8 i »e Λ ma 240 elementów.
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