1. Pokaza¢ ze jesli G jest grupa Liego z gtadkim mnozeniem za$ L jest alge-
bra Liego G to mnozenie w G w pewnym otoczeniu jedynki we wspotrzednych
exponencjalnych jest zadane wzorem Campbella-Bakera-Hausdorffa.

Wskazowka: Pokazaé¢ ze wzor zadaje lokanie zdefiniowane dzialanie ktoére
jest taczne o ile odpowienie produkty sa dobrze zdefiniowane (jest to tak zwana
lokalna grupa Liego). Potem uzy¢ twierdzenie Frobeniusa, podobnie jak w do-
wodzie o istnieniu podgrupy i jedynosci grupy zwiazanej z algebra.

Uwagal: To pokazuje ze na gladkiej grupie Liego mozna wprowadzi¢ struk-
ture analityczna.

Uwaga2: Jesli L jest przestenia Banacha za§ komutator jest ciagly to wzor
Campbella-Bakera-Hausdorffa zadaje szereg zbiezny w pewnym otoczeniu 0 w
L. Jednakze, istnieja nieskonczenie wymiarowe L takie ze nie odpowiada im
grupa Banacha-Liego (rozmaito$¢ Banacha z analitycznym mnozeniem), a wiec
sama zbieznoé¢ szeregu nie wystarcza do pokazania istnienia grupy.

2. Dla algebry nilpotentej nad R szereg Campbella-Bakera-Hausdorffa jest
wielomianem co implikuje istnienie grupy. Dla algebr dtugosci 2 i 3 podaé jawny
wzor (tzn. pomijajacy wyrazy szeregu rowne zeru dla takich algebr).

3. Niech X bedzie zbiorem, N bedzie przestrznia wektorowa nad Q z baza
X, T[[N]] = II,, N®" bedzie uzupelnieniem algebry tensorowej, LV[[N]]| be-
dzie uzupelnieniem podalgebry Liego T[[N]] generowanej przez N. W LV[[N]]
wprowadzamy mnozenie wzorem Campbella-Bakera-Hausdorffa, tzn

xy = log(exp(x) exp(y))

gdzie po prawej stronie mamy mnozenie w T[[N]]. Pokaza¢ ze podgrupa G
grupy otrzymanej z LV[[N]] z tym dzialamiem, generowana przez X jest grupa
wolna, tzn, dowolne odwzorowanie X w grupe H przedtuza sie jednoznacznie
do homomorfizmu G w H.

Wskazowka: Pokazaé ze kazdy element G moze by¢ jednoznacznie zapisany
w postaci zi'ah? .. xkn gdzie x; € X, 2y # w441, ki € Z, ki # 0. Dla jed-
noznacznosci rozwinaé exp(k;x;) w szereg i zauwazy¢ ze produkt szeregdéw nie
moze by¢ rowny 1.

4. Niech L bedzie nilpotentna algebra Liego stopnia nilpotentnosci [ nad
pierscieniem R takim ze [! jest odwracalne we R. Wtedy szereg Campbella-
Bakera-Hausdorffa daje dobrze zdefiniowane mnozenie w L. Pokazaé ze jesli
I jest idealem w L to wzgledem tego mnozenia I jest podgrupa normalng.
Odwrotnie, jesli R jest ilorazem Z to kazda podgrupa normalna L jest tej postaci.

Wskazowka: Niech T' bedzie podgrupa zas I generowana przez nia algebra i
niech Iy = I, Ix+1 = [I, Ix]. Indukcyjnie pokaza¢ ze T + I jest podmodutem
nad Z,ize I =T + I}.

Definicja: Niech G bedzie dowolna grupa zas M i N beda jej podgrupami.
Komutator [M, N| definujemy jako podgrupe G generowang przez elementy po-
staci ghg~th~' dla g € M, h € Gy. Zstepujacy ciag centralny G,, definujemy
nastepujaco: G1 = G za$ G411 = [G, G-

5. Sprawdzic ze jesli H, M, N sa podgrupami normalnymi w G to [[H, M], N
[[M, N, H][[H, N}, M]

6. Pokazac ze Gj jest podgrupa normalng w G i Gi/Gi41 lezy w centrum
G/Gr41 (w szczegdlnosci Gy /Giy1 jest abelowe). Ponadto [Gy, Gi] C Gg1.

Wskazowka: Ostatni wzér pokazujemy indukeyjnie przy pomocy zadania 3.



7. Niech Wy = G /G411 W = @ Wy,. Zakladamy ze G jest grupa nilpo-
tentng. Pokazaé¢ ze na W mozna zadaé strukture algebry Liego nad Z tak ze
dla [z] € Wy, [y] € Wi mamy [[z], [y]] = [zyz~'y "] € Wiss.

8. Niech H = LV[[N]] gdzie jak w zadaniu 3 na LV[[N]] mnozenie wpro-
wadzamy wzorem Campbella-Bakera-Hausdorffa i niech ~; bedzie podzboprem
LV[[N]] skladajacym sie z szeregow ktorych sktadowe jednorodne rzedu mniej-
szego niz k sa zerami. Pokaza¢ ze Hy C 7 i ze dla dowolnego | > k zachodzi
(Hi+v)/(Hg41+7v) = LV[N]y, gdzie LV[N]j, jest zbiorem elementéw LV [[N]]
ktore sa tensorami jednorodnymi rzedu k. Ponadto dla grupy G z zadania 3 za-
chodzi G, = G N .

Wskazowka: H/vk4+1 jest grupa nilpotena stopnia nilpotentnosci k. Gg41
lezy w jadrze dowolnego homomorfizmu z G w grupe nilpoteng stopnia nilpo-
tentnosci k.

9. Niech G bedzie grupa nilpotentng. Zakladamy dodatkowo ze G jest
podzielna i beztorsyjna, tzn. dla dowolnego = € G i catkowtego n > 0 istnieje
y € G taki ze y" = z. Pokazaé ze wtedy algebre Liego W grupy G zdefiniowana
w zadaniu 7 mozna potraktowaé¢ jako algebre Liego nad liczbami wymiernymi
za$ G jest izomorficzna z grupa otrzymang przy pomocy wzoru Campbella-
Bakera-Hausdorffa z W. W szczeg6lnosci takie grupy sa izomorficzne wtedy i
tylko wtedy gdy ich algebry Liego sa izomorficzne.

Wskazowka: Niech X bedzie baza Wi nad Q. Z zadania 3 wywnioskowaé ze
istnieje homomorfizm z podgrupy LV [[W;]] generowanej przez Wi na G. Reszte
dostac¢ z zadan 8 1 4.

10. Niech G bedzie skoniczong p-grupa (tzn. G ma p* elementéw dla po-
wnego k) stopnia nilpotentnosci I < p. Zauwazy¢ ze na algebrze Liego W grupy
G wzér Campbella-Bakera-Hausdorffa zadaje strukture grupy i ze G jest izo-
morficzna z W.

Wskazowka: Zadanie 8 pokazuje ze G jest ilorazem "wolnej"grupy nilpotent-
nej stopnia nilpotentnosci I. Ta grupe mozna traktowacé jako podgrupe wolnej
algebry nilpotenej nad pierécieniem Z/(p*7Z).

11. Niech N bedzie modutem wolnym nad pierScieniem R. Niech LV[N]
bedzie podalgebra Liego T'(IV) generowng przez N. Pokazaé ze dowolne odwzo-
rowanie liniowe z N w LV[N] mozna jednoznacznie przedtuzyé¢ do rézniczownia
LV[N].

Wskazowka: Najpierw zdefiniowaé rézniczkowanie T'(V).



