
1. Pokaza¢ »e je±li G jest grup¡ Liego z gªadkim mno»eniem za± L jest alge-
br¡ Liego G to mno»enie w G w pewnym otoczeniu jedynki we wspóªrz¦dnych
exponencjalnych jest zadane wzorem Campbella-Bakera-Hausdor�a.

Wskazówka: Pokaza¢ »e wzór zadaje lokanie zde�niowane dziaªanie które
jest ª¡czne o ile odpowienie produkty s¡ dobrze zde�niowane (jest to tak zwana
lokalna grupa Liego). Potem u»y¢ twierdzenie Frobeniusa, podobnie jak w do-
wodzie o istnieniu podgrupy i jedyno±ci grupy zwi¡zanej z algebr¡.

Uwaga1: To pokazuje »e na gªadkiej grupie Liego mo»na wprowadzi¢ struk-
tur¦ analityczn¡.

Uwaga2: Je±li L jest przesteni¡ Banacha za± komutator jest ci¡gªy to wzór
Campbella-Bakera-Hausdor�a zadaje szereg zbie»ny w pewnym otoczeniu 0 w
L. Jednak»e, istniej¡ niesko«czenie wymiarowe L takie »e nie odpowiada im
grupa Banacha-Liego (rozmaito±¢ Banacha z analitycznym mno»eniem), a wi¦c
sama zbie»no±¢ szeregu nie wystarcza do pokazania istnienia grupy.

2. Dla algebry nilpotentej nad R szereg Campbella-Bakera-Hausdor�a jest
wielomianem co implikuje istnienie grupy. Dla algebr dªugo±ci 2 i 3 poda¢ jawny
wzór (tzn. pomijaj¡cy wyrazy szeregu równe zeru dla takich algebr).

3. Niech X b¦dzie zbiorem, N b¦dzie przestrzni¡ wektorow¡ nad Q z baz¡
X, T [[N ]] =

∏
nN

⊕n b¦dzie uzupeªnieniem algebry tensorowej, LV [[N ]] b¦-
dzie uzupeªnieniem podalgebry Liego T [[N ]] generowanej przez N . W LV [[N ]]
wprowadzamy mno»enie wzorem Campbella-Bakera-Hausdor�a, tzn

xy = log(exp(x) exp(y))

gdzie po prawej stronie mamy mno»enie w T [[N ]]. Pokaza¢ »e podgrupa G
grupy otrzymanej z LV [[N ]] z tym dziaªamiem, generowana przez X jest grup¡
woln¡, tzn, dowolne odwzorowanie X w grup¦ H przedªu»a si¦ jednoznacznie
do homomor�zmu G w H.

Wskazówka: Pokaza¢ »e ka»dy element G mo»e by¢ jednoznacznie zapisany
w postaci xk1

1 x
k2
2 . . . xkn

n gdzie xi ∈ X, xi 6= xi+1, ki ∈ Z, ki 6= 0. Dla jed-
noznaczno±ci rozwin¡¢ exp(kixi) w szereg i zauwa»y¢ »e produkt szeregów nie
mo»e by¢ równy 1.

4. Niech L b¦dzie nilpotentn¡ algebr¡ Liego stopnia nilpotentno±ci l nad
pier±cieniem R takim »e l! jest odwracalne we R. Wtedy szereg Campbella-
Bakera-Hausdor�a daje dobrze zde�niowane mno»enie w L. Pokaza¢ »e je±li
I jest ideaªem w L to wzgl¦dem tego mno»enia I jest podgrup¡ normaln¡.
Odwrotnie, je±liR jest ilorazem Z to ka»da podgrupa normalna L jest tej postaci.

Wskazówka: Niech T b¦dzie podgrup¡ za± I generowan¡ przez ni¡ algebr¡ i
niech I1 = I, IK+1 = [I, Ik]. Indukcyjnie pokaza¢ »e T + Ik jest podmoduªem
nad Z, i »e I = T + Ik.

De�nicja: Niech G b¦dzie dowoln¡ grup¡ za± M i N b¦d¡ jej podgrupami.
Komutator [M,N ] de�nujemy jako podgrup¦ G generowan¡ przez elementy po-
staci ghg−1h−1 dla g ∈ M , h ∈ Gk. Zst¦puj¡cy ci¡g centralny Gn de�nujemy
nast¦puj¡co: G1 = G za± Gk+1 = [G,Gk].

5. Sprawdzi¢ »e je±liH,M , N s¡ podgrupami normalnymi wG to [[H,M ], N ] ⊂
[[M,N ], H][[H,N ],M ]

6. Pokaza¢ »e Gk jest podgrup¡ normaln¡ w G i Gk/Gk+1 le»y w centrum
G/Gk+1 (w szczególno±ci Gk/Gk+1 jest abelowe). Ponadto [Gk, Gl] ⊂ Gk+1.

Wskazówka: Ostatni wzór pokazujemy indukcyjnie przy pomocy zadania 3.
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7. Niech Wk = Gk/Gk+1 i W = ⊕kWk. Zakªadamy »e G jest grup¡ nilpo-
tentn¡. Pokaza¢ »e na W mo»na zada¢ struktur¦ algebry Liego nad Z tak »e
dla [x] ∈Wk, [y] ∈Wl mamy [[x], [y]] = [xyx−1y−1] ∈Wl+k.

8. Niech H = LV [[N ]] gdzie jak w zadaniu 3 na LV [[N ]] mno»enie wpro-
wadzamy wzorem Campbella-Bakera-Hausdor�a i niech γl b¦dzie podzboprem
LV [[N ]] skªadajacym si¦ z szeregów których skªadowe jednorodne rz¦du mniej-
szego ni» k s¡ zerami. Pokaza¢ »e Hk ⊂ γk i »e dla dowolnego l > k zachodzi
(Hk+γl)/(Hk+1+γl) = LV [N ]k gdzie LV [N ]k jest zbiorem elementów LV [[N ]]
które s¡ tensorami jednorodnymi rz¦du k. Ponadto dla grupy G z zadania 3 za-
chodzi Gk = G ∩ γk.

Wskazówka: H/γk+1 jest grup¡ nilpoten¡ stopnia nilpotentno±ci k. Gk+1

le»y w j¡drze dowolnego homomor�zmu z G w grup¦ nilpoten¡ stopnia nilpo-
tentno±ci k.

9. Niech G b¦dzie grup¡ nilpotentn¡. Zakªadamy dodatkowo »e G jest
podzielna i beztorsyjna, tzn. dla dowolnego x ∈ G i caªkowtego n > 0 istnieje
y ∈ G taki »e yn = x. Pokaza¢ »e wtedy algebr¦ Liego W grupy G zde�niowana
w zadaniu 7 mo»na potraktowa¢ jako algebr¦ Liego nad liczbami wymiernymi
za± G jest izomor�czna z grup¡ otrzyman¡ przy pomocy wzoru Campbella-
Bakera-Hausdor�a z W . W szczególno±ci takie grupy s¡ izomor�czne wtedy i
tylko wtedy gdy ich algebry Liego s¡ izomor�czne.

Wskazówka: Niech X b¦dzie baz¡ W1 nad Q. Z zadania 3 wywnioskowa¢ »e
istnieje homomor�zm z podgrupy LV [[W1]] generowanej przezW1 na G. Reszt¦
dosta¢ z zada« 8 i 4.

10. Niech G b¦dzie sko«czon¡ p-grup¡ (tzn. G ma pk elementów dla po-
wnego k) stopnia nilpotentno±ci l < p. Zauwa»y¢ »e na algebrze Liego W grupy
G wzór Campbella-Bakera-Hausdor�a zadaje struktur¦ grupy i »e G jest izo-
mor�czna z W .

Wskazówka: Zadanie 8 pokazuje »e G jest ilorazem "wolnej"grupy nilpotent-
nej stopnia nilpotentno±ci l. T¡ grup¦ mo»na traktowa¢ jako podgrup¦ wolnej
algebry nilpotenej nad pier±cieniem Z/(pkZ).

11. Niech N b¦dzie moduªem wolnym nad pier±cieniem R. Niech LV [N ]
b¦dzie podalgebr¡ Liego T (N) generown¡ przez N . Pokaza¢ »e dowolne odwzo-
rowanie liniowe z N w LV [N ] mo»na jednoznacznie przedªu»y¢ do ró»niczownia
LV [N ].

Wskazówka: Najpierw zde�niowa¢ ró»niczkowanie T (N).
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