1. Na R" wprowadzamy topologie Zariskiego przyjmujac ze zbiory do-
mkniete do dokladnie te zbiory ktére sg zbiorami wspélnych zer uktadu wielo-
mianéw. Na podzborach R™ topologie Zariskiego wprowadzamy jako topologie
podprzestrzeni. Pokazaé¢ ze jesli U jest zbiorem otwartym w topologii Zari-
skiego, f jest funkcja wymierna, taka ze mianownik f jest rézny od 0 na U to
f jest ciagla w topologi Zariskiego (tzn. przeciwobrazy zbioréw domknietch w
topologi Zariskiego przez f sa domkniete w topologi Zariskiego). Pokaza¢ ze
jesli na R x R wprowadzimy produkt toplogii Zariskiego to dodawanie bedzie
niecigglte. Pokazaé ze jesli grupa G jest podzbiorem domknietym R™ w topo-
logi Zariskiego zas dziatania grupowe na G sa zadane przez funkcje wymierne
ktérych mianowniki sa rézne od zera na G to mnozenie jest ciaglte z G x G z
topologia Zariskiego odziedziczong z R?" w G (z topologia Zariskiego).

Defincja. Ogolng algebre Liego definiujemy nastepujaco: algebra Liego nad
pier§cieniem R to modut nad R z operacja [z, y] (nawiasem Liego) spelniajacym:

[c1m1 + cox,y] = c1]@1, Y] + c2[z2, Y]

[z, c1y1 + caya] = e1]w, y1] + c2[x, o
[‘T’ y] = _[yv I}
[y, 2]] = [[=, ], 2] + [y, [, 2]]

Pierwsze dwa warunki to dwuliniowo$¢, trzeci to antysymetria (w charak-
terystyce 2 nalezeloby pisa¢ [z,z] = 0), za§ czwarty nosi nazwe tozsamosci
Jacobiego. Najczesciej bedzimy rozwazaé algebry Liego ktore sg skoniczenie wy-
miarowymi przestrzeniami wektorowymi nad cialami.

Operacja D jest rézniczkowaniem algebry Liego A jesli D jest R-liniowe i
spelnia wzor Leibnitza: D[z, y| = [Dx,y] + [z, Dy].

2. Sprawdzié¢ ze jesli A jest (raczej nieprzeminna) algebra laczna nad R to
A z nawiasem Liego wprowadzonym wzorem [X,Y] = XY — Y X jest algebra
Liego. (W szczegoblnosci algebra Liego grupy Liego tak jak definiowaliémy ja na
wykladzie jest algebra Liego).

Komentarz: Razem z zadaniem 7 z listy 1 pokazuje to ze rézniczkowania
algebry lacznej (lub algebry Liego) tworza algebre Liego.

3. Sprawdzi¢ ze suma prosta algebr Liego A; i As zdefinowana jako ich
suma prosta jako moduléw z nawiasem Liego po sktadowych [(z1, 22), (y1,¥y2)] =
([x1,91], [r2,y2]) jest algebra Liego. Sprawdzié ze jesli B jest R-liniowym od-
wzorowaniem z A; w rézniczkowania Ay speliajacym B([z,y]) = B(x)B(y) —
B(y)B(z) (tzn. B jest homomorfizmem algebr Liego) to wzor

(w1, 22), (Y1, 92)] = ([z1, 1], = (B(y1))z2 + (B(21))y2 + [Y1,92])

zadaje nawias Liego na sumie prostej A; i Ay jako moduléw. Sume prostg A
i Ag jako modutéow z takim nawiasem Liego nazywamy produktem potprostym
algebr Liego. Oczywiscie produkt poétprosty zalezy od wyboru odwzorowania
B.

4. Pokaza¢ ze algebra Liego A jest produktem poélprostym wtedy i tylko
wtedy gdy A zawiera dwa podmoduly A; i A, takie ze A = A; & A, jako
modul, A; jest podalgebra (tzn. dla =,y € A; rowniez [z,y] € A1) idla z € A,
y € Ay mamy [z,y] € As.

5. Niech A bedzie nieskoriczenie wymiarowa przestrzenia wektorowy z baza,
X,Y1,...,Y,,.... Na A zadajemy nawias Liego wzorem [X,Y;] = —[V;, X]| =



Yit1 za$ [Y;,Y;] = 0. Sprawdzi¢ ze to nam zadaje algebre Liego i ze A jest
generowana przez X i Y] (tzn. najmniejsza podalgebra Liego A zawierajaca X
i Y] jest rowna A).

6. Niech Df = 92f, M f(x) = 22 f(z), Jf(z) = 22(0, f)(z) + f(x). Pokazac
ze operatory D, M, J rozpinaja rzeczywista algebre Liego (z komutatorem jako
nawiasem Liego). Podobnie iD, iM, J rozpinaja rzeczywista algebre Liego.
Sprawdzi¢ ze te dwie algebry sg izomorficzne z algebra macierzy 2 x 2 o $ladzie
0.



