1. Pokazaé ze sp6jna grupa Liego jest nilpotentna wtedy i tylko wtedy gdy
jej algebra Liego jest nilpotentana.

2. Pokazac ze jesli algebra Liego G jest nilpotentna i G/[G, G| jest genero-
wane przez xi,...,Tp to x1,...,x, takze generuja G.

3. Pokazaé ze nilpotentna algebra Liego ze skoiiczonym zbiorem generatoréw
jest skonczenie wymiarowa.

Definicja: Forme dwuliniowa B na algebrze Liego A nazywamy niezmien-
nicza jesli dla kazdych z,y, z € A zachodzi D([z,y],2) + B(y, [z, z]) = 0.

4. Pokazac ze jesli A jest algebra Liego spojnej grupy Liego G to forma
dwuliniowa B na A jest niezmiennicza na A wtedy i tylko wtedy gdy jest nie-
zmniennicza na dziatlanie Ad. Wywnioskowac stad ze jesli G jest zwarta to na
A istnieje dodatnio okreslony niezmienniczy iloczyn skalarny.

5. Pokaza¢ ze jesli B jest dwuliniowg formg niezmienniczg na A, za§ I
jest idealem w A, to zbiér It = {z € A : Vye;B(z,y) = 0} jest idealem.
Wywnioskowaé stad i z poprzedniego zadania ze jesli podalgebra S algebry Liego
zwartej grupy Liego jest rozwigzalna, to S jest przemienna.

6. Pokaza¢ ze algebra Liego A skonczonej dlugosci zawiera maksymalny
ideal nilpotentny, tzn. taki ideal nilpotentny N ze dowoly ideal nilpotentny A
jest zawarty w V.

Przypominam ze uniwersalna algebra obwiednia algebry Liego A jest zdefi-
niowana jako taka algebra laczna E(A) z odwzorowaniem ¢ : A — E(A) ktore
jest homomorfizmen z A w E(A) traktowane jako algebra Liego (z komutato-
rem jako nawiasem Liego), ze kazdy homomorfizm h z A w algebre taczna B
traktowang jako algebre Liego jest postaci h = got gdzie g jest homomorfizmem
E(A) w B (homomorfizm algber tacznych).

7. Niech A bedzie algebra Liego ktora jest modutem wolnym z baza {e;}icr
nad pier§cieniem podstawowym R. Zakladamy 7e na I zadany jest porzadek
liniowy. Pokaza¢ 7e elementy postaci

t(ei)e(eq,) ... tes,)

gdzie i; <y < --- <1, stanowia generuja E(A) (ciag pusty daje jedynke).

8. Niech G bedzie grupa Liego z algebra Liego L, i niech D bedzie algebra
operatorow rézniczkowych na G niezmienniczych na przesuniecia z prawej strony
(mnozenie to sktadanie operatoréw). Pokazaé ze algebra obwiednia E(L) jest
izomorficzna z D.

Wskazowka: Rozpatrzyé dzialanie elementéw D na jednomiach w ukladzie
wpotrzednych.

Przypominam definicje:

Definicja: Algebra Liego g jest prosta jesli jedyne podprzestrzenie g nie-
zmiennicze na dzialanie wszystkich operatoréw ad,, € g to g i {0}.

9. Pokazaé¢ ze jesli G jest grupa Liego z prostg algebra Liego, to istnieje
k takie ze dla kazdego r € G ktéry nie nalezy do centrum G dla F' zadanego
réwnoscia F' = Agr = {grg~' : g € G} zbiér (FF~1)* zawiera otoczenie e w
G.

Wskazowka: F' zawiera krzywa gladka.

10. Pokazaé ze jedli G jest spojna grupa Liego z prosta algebra Liego, to
kazdy wlasciwy dzielnik normalny G jest zawarty w centrum G.

11. Pokazaé ze jesli G jest grupa zwarta, U jest otoczeniem e w G, k jest
liczba naturalna, to istnieje otoczenie e V takie ze ((AgV)(AgV)~H)F C U.



12. Pokazaé ze jesli G, jest grupa Liego z prosta algebra Liego za§ G2 jest
jest grupa zwarta to kazdy (algebraiczny) homomorfizm z G; do Gs jest ciggly.



