
1. Pokaza¢ »e spójna grupa Liego jest nilpotentna wtedy i tylko wtedy gdy
jej algebra Liego jest nilpotentana.

2. Pokaza¢ »e je±li algebra Liego G jest nilpotentna i G/[G,G] jest genero-
wane przez x1, . . . , xn to x1, . . . , xn tak»e generuj¡ G.

3. Pokaza¢ »e nilpotentna algebra Liego ze sko«czonym zbiorem generatorów
jest sko«czenie wymiarowa.

De�nicja: Form¦ dwuliniow¡ B na algebrze Liego A nazywamy niezmien-
nicz¡ je±li dla ka»dych x, y, z ∈ A zachodzi D([x, y], z) +B(y, [x, z]) = 0.

4. Pokaza¢ »e je±li A jest algebr¡ Liego spójnej grupy Liego G to forma
dwuliniowa B na A jest niezmiennicza na A wtedy i tylko wtedy gdy jest nie-
zmniennicza na dziaªanie Ad. Wywnioskowa¢ st¡d »e je±li G jest zwarta to na
A istnieje dodatnio okre±lony niezmienniczy iloczyn skalarny.

5. Pokaza¢ »e je±li B jest dwuliniow¡ form¡ niezmiennicz¡ na A, za± I
jest ideaªem w A, to zbiór I⊥ = {x ∈ A : ∀y∈IB(x, y) = 0} jest ideaªem.
Wywnioskowa¢ st¡d i z poprzedniego zadania »e je±li podalgebra S algebry Liego
zwartej grupy Liego jest rozwi¡zalna, to S jest przemienna.

6. Pokaza¢ »e algebra Liego A sko«czonej dªugo±ci zawiera maksymalny
ideaª nilpotentny, tzn. taki ideaª nilpotentny N »e dowoly ideaª nilpotentny A
jest zawarty w N .

Przypominam »e uniwersalna algebra obwiednia algebry Liego A jest zde�-
niowana jako taka algebra ª¡czna E(A) z odwzorowaniem ι : A 7→ E(A) które
jest homomor�zmen z A w E(A) traktowane jako algebra Liego (z komutato-
rem jako nawiasem Liego), »e ka»dy homomor�zm h z A w algebr¦ ª¡czn¡ B
traktowan¡ jako algebr¦ Liego jest postaci h = g◦ι gdzie g jest homomor�zmem
E(A) w B (homomor�zm algber ªacznych).

7. Niech A b¦dzie algebr¡ Liego która jest moduªem wolnym z baz¡ {ei}i∈I
nad pier±cieniem podstawowym R. Zakªadamy »e na I zadany jest porz¡dek
liniowy. Pokaza¢ »e elementy postaci

ι(ei1)ι(ei2) . . . ι(ein)

gdzie i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ in stanowi¡ generuj¡ E(A) (ci¡g pusty daje jedynk¦).
8. Niech G b¦dzie grup¡ Liego z algebr¡ Liego L, i niech D b¦dzie algebr¡

operatorów ró»niczkowych naG niezmienniczych na przesuni¦cia z prawej strony
(mno»enie to skªadanie operatorów). Pokaza¢ »e algebra obwiednia E(L) jest
izomor�czna z D.

Wskazówka: Rozpatrzy¢ dziaªanie elementów D na jednomiach w ukªadzie
wpóªrz¦dnych.

Przypominam de�nicj¦:
De�nicja: Algebra Liego g jest prosta je±li jedyne podprzestrzenie g nie-

zmiennicze na dziaªanie wszystkich operatorów adx, x ∈ g to g i {0}.
9. Pokaza¢ »e je±li G jest grup¡ Liego z prost¡ algebr¡ Liego, to istnieje

k takie »e dla ka»dego x ∈ G który nie nale»y do centrum G dla F zadanego
równo±ci¡ F = AGx = {gxg−1 : g ∈ G} zbiór (FF−1)k zawiera otoczenie e w
G.

Wskazówka: F zawiera krzyw¡ gªadk¡.
10. Pokaza¢ »e je±li G jest spójn¡ grup¡ Liego z prost¡ algebr¡ Liego, to

ka»dy wªa±ciwy dzielnik normalny G jest zawarty w centrum G.
11. Pokaza¢ »e je±li G jest grup¡ zwart¡, U jest otoczeniem e w G, k jest

liczb¡ naturaln¡, to istnieje otoczenie e V takie »e ((AGV )(AGV )−1)k ⊂ U .
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12. Pokaza¢ »e je±li G1 jest grup¡ Liego z prost¡ algebr¡ Liego za± G2 jest
jest grup¡ zwart¡ to ka»dy (algebraiczny) homomor�zm z G1 do G2 jest ci¡gªy.
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