1. Pokaza¢ ze dla danego n i k istnieje wolna algebra nilpotentna N, j
dtugosci co najwyzej k generowana przez n elementéw. Dokladniej, IV, i jest
taka algebra Liego ze dla dowolnej nilpotentnej algebry Liego B dlugosci co
najwyzej k i odwzorowania h ze zbioru generatorow {xi,...,z,} w B istnieje
doktadnie jedno odwzorowanie h : N, +— B takie ze h(xz;) = h(z;). Dla
skonczonego n algebra N, j jest skoiiczenie wymiarowa.

Uwaga: Nilpotentnosé jest kluczowa zeby dostaé¢ skoniczony wymiar. Miano-
wicie, algebra A z zadania 5 7z listy 2 jest nieskonicznie wymiarowa rozwiazalna
algebra Liego o dwu generatorach. Przy tyme [A, A] jest algebra przemienna
(takie algebry nazywamy metaabelowymi).

2. Pokazac ze jesli algebra Liego A jest suma prostg algebr A; i As, to algebra
obwiednia E(A) jest izomorficzna z iloczynem tensorowym FE(A;) i E(As) z
dziataniem zadanym wzorem (z1 ® 22)(y1 ®@ y2) = (z122) ® (Y1y2)-

3. Pokazaé ze jesli L jest skonczenie wymiarowa algebra rozwiazalna nad
cialem charakterystyki 0 to [L, L] jest algebra nilpotenta.

Wskazowka: Uzy¢ twierdzenie (Liego) podane na wyktadzie.

4. Pokazaé ze jedli D jest rézniczkowaniem skonczenie wymiarowej rozwia-
zalnej algebry Liego L nad cialem charakterystyki 0 to dla dowolnego x € L
operator adp, jest nilpotentny.

Wskazowka: Algebra rézniczkowan generowana przez D i L jest rozwigzalna.

Przypominam ze jesli pierécienn przemienny z jedynka S jest algebra nad R,
za$§ G jest R-algebra Liego to S ®pr G posiada naturalng strukture S-algebry
Liego (méwimy ze S®p G jest otrzymane z G przez rozszerzenie skalarow). Jesli
S jest modulem wolnym nad R to G mozna naturalnie utozsamic¢ z podzbiorem
S ®r G (w ogblym przypadku dostaniemy naturalne "wlozenie” ktore nie musi
by¢ roznowartosciowe).

5. Opisaé¢ strukture S ®r G jesli R to liczby rzeczywiste za§ S to liczby
zespolone. W szczegodlnosci, co wyjdzie jesli G to:

e algebra rzeczywistych macierzy 2 x 2 o §ladzie 0
e algebra zespolonych macierzy 2 x 2 o $ladzie 0
e algebra zespolonych macierzy antyhermitowskich 2 x 2 o §ladzie 0

6. Niech R = R[X]/(X?) (tzn. R jest rozszerzeniem R o elemet z taki
ze 22 = 0), L jest R-algebra Liego i niech L = R®p L. Pokaza¢ ze jesli D
jest rozniczkowaniem L, to wzor A(s + xt) = s + z(t + D(s)) gdzie s,t € L
(za$ L utozsamiamy z podzbiorem L), zadaje automorfizm L. Ponadto, kazdy
automorfizm L ktory jest tozsamodcia na E/IL jest takiej postaci.

Algebre Liego nazywamy potprosta jesli nie zawiera nietrywialnych ideatow
rozwiazalnych.

7. Pokazaé ze suma prosta algebr polprostych jest potprosta.

8. Niech cialo F' bedzie rozszerzeniem algebraicznym ciala K. Pokaza¢ ze
algebra Liego A nad cialem K jest potprosta wtedy i tylko wtedy gdy algebra
Ap = F ®k A jest polprosta jako algebra Liego nad F'.

Wskazowka: Aby pokazaé ze Ap jest potprosta wystarczy to zrobi¢ w przy-
padku gdy rozszerzenie F//K jest skoriczone. Uzy¢ wtedy poprzedniego zadania.



