
1. Pokaza¢ »e dla danego n i k istnieje wolna algebra nilpotentna Nn,k

dªugo±ci co najwy»ej k generowana przez n elementów. Dokªadniej, Nn,k jest
tak¡ algebr¡ Liego »e dla dowolnej nilpotentnej algebry Liego B dªugo±ci co
najwy»ej k i odwzorowania h ze zbioru generatorów {x1, . . . , xn} w B istnieje
dokªadnie jedno odwzorowanie h̃ : Nn,k 7→ B takie »e h(xi) = h̃(xi). Dla
sko«czonego n algebra Nn,k jest sko«czenie wymiarowa.

Uwaga: Nilpotentno±¢ jest kluczowa »eby dosta¢ sko«czony wymiar. Miano-
wicie, algebra A z zadania 5 z listy 2 jest niesko«cznie wymiarow¡ rozwi¡zaln¡
algebra Liego o dwu generatorach. Przy tyme [A,A] jest algebr¡ przemienn¡
(takie algebry nazywamy metaabelowymi).

2. Pokaza¢ »e je±li algebra LiegoA jest sum¡ prost¡ algebrA1 iA2, to algebra
obwiednia E(A) jest izomor�czna z iloczynem tensorowym E(A1) i E(A2) z
dziaªaniem zadanym wzorem (x1 ⊗ x2)(y1 ⊗ y2) = (x1x2)⊗ (y1y2).

3. Pokaza¢ »e je±li L jest sko«czenie wymiarow¡ algebr¡ rozwi¡zaln¡ nad
ciaªem charakterystyki 0 to [L,L] jest algebr¡ nilpotent¡.

Wskazówka: U»y¢ twierdzenie (Liego) podane na wykªadzie.
4. Pokaza¢ »e je±li D jest ró»niczkowaniem sko«czenie wymiarowej rozwi¡-

zalnej algebry Liego L nad ciaªem charakterystyki 0 to dla dowolnego x ∈ L
operator adDx jest nilpotentny.

Wskazówka: Algebra ró»niczkowa« generowana przez D i L jest rozwi¡zalna.
Przypominam »e je±li pier±cie« przemienny z jedynk¡ S jest algebr¡ nad R,

za± G jest R-algebr¡ Liego to S ⊗R G posiada naturaln¡ struktur¦ S-algebry
Liego (mówimy »e S⊗RG jest otrzymane z G przez rozszerzenie skalarów). Je±li
S jest moduªem wolnym nad R to G mo»na naturalnie uto»sami¢ z podzbiorem
S ⊗R G (w ogólym przypadku dostaniemy naturalne �wªo»enie� które nie musi
by¢ ró»nowarto±ciowe).

5. Opisa¢ struktur¦ S ⊗R G je±li R to liczby rzeczywiste za± S to liczby
zespolone. W szczególno±ci, co wyjdzie je±li G to:

• algebra rzeczywistych macierzy 2× 2 o ±ladzie 0

• algebra zespolonych macierzy 2× 2 o ±ladzie 0

• algebra zespolonych macierzy antyhermitowskich 2× 2 o ±ladzie 0

6. Niech R̃ = R[X]/(X2) (tzn. R̃ jest rozszerzeniem R o elemet x taki
»e x2 = 0), L jest R-algebr¡ Liego i niech L̃ = R̃ ⊗R L. Pokaza¢ »e je±li D
jest ró»niczkowaniem L, to wzór A(s + xt) = s + x(t + D(s)) gdzie s, t ∈ L
(za± L uto»samiamy z podzbiorem L̃), zadaje automor�zm L̃. Ponadto, ka»dy
automor�zm L̃ który jest to»samo±ci¡ na L̃/xL jest takiej postaci.

Algebr¦ Liego nazywamy póªprost¡ je±li nie zawiera nietrywialnych ideaªów
rozwi¡zalnych.

7. Pokaza¢ »e suma prosta algebr póªprostych jest póªprosta.
8. Niech ciaªo F b¦dzie rozszerzeniem algebraicznym ciaªa K. Pokaza¢ »e

algebra Liego A nad ciaªem K jest póªprosta wtedy i tylko wtedy gdy algebra
AF = F ⊗K A jest póªprosta jako algebra Liego nad F .

Wskazówka: Aby pokaza¢ »e AF jest póªprosta wystarczy to zrobi¢ w przy-
padku gdy rozszerzenie F/K jest sko«czone. U»y¢ wtedy poprzedniego zadania.
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