
1. Niech Hn b¦dzie algebr¡ Heisenberga nad ciaªem K charakterystyki 0,
tzn. baz¡ Hn s¡ elementy Xk, Yk, k = 1, . . . , n i Z za± [Xk, Yk] = Z. Niech
0 6= α ∈ K. De�niujemy dziaªanie Hn na wielomianach od x1, . . . , xn wzorami:
Xkf = ∂kf , Yk = αxkf , Zf = αf . Sprawdzi¢ »e jest to dobrze zde�niowane
dziaªanie. Pokaza¢ »e przy tym dziaªaniu nie ma nietrywialnych podprzestrzeni
niezmienniczych, tzn. K[x1, . . . , xn] z tym dziaªaniem jest Hn-moduªem pro-
stym. Ponadto, dla ró»nych α odpowiednie moduªy s¡ nieizomor�czne (innymi
sªowy, te dziaªania nie s¡ równowa»ne).

Komentarz: Wiemy »e sko«czenie wymiarowe moduªy proste nad algebr¡
rozwi¡zaln¡ nad ciaªem algebraicznie domkni¦tym charakterystyki 0 s¡ jedno-
wymiarowe. To zadanie ilustruje »e dostaniemy nietrywialne niesko«czenie wy-
miarowe moduªy proste.

2. Pokaza¢ »e je±li N ⊂ A ⊂ L, N jest podalgebr¡ Cartana w L, A jest
podalgebr¡ L, to N jest podalgebr¡ Cartana w A.

3. Algebra Liego L (nad ciaªem liczb rzeczywistych) ma baz¦ X, Y , Z, T , S
z relacjami [X,Y ] = Z, [X,T ] = T , [Y, S] = S (pozostaªe komutatory elementów
bazy to 0). Pokaza¢ je±li a, b s¡ dowolnymi ustalonymi liczbami to podalgebra
generowana przez elementy postaci X + aT, Y + bS, Z jest podalgebr¡ Cartana
w L. Ponadto ka»da podalgebra Cartana L jest takiej postaci.

4. Niech L b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ algebr¡ Liego nad ciaªem niesko«-
czonym i C b¦dzie algebr¡ Cartana w L. Pokaza¢ »e L = C + [L,L].

5. Niech L b¦dzie rozwi¡zaln¡ algebr¡ Liego nad ciaªem algebraicznie do-
mkni¦tym charakterystyki 0 i niech N b¦dzie podalgebr¡ Cartana w L. Wiemy
»e

L = N ⊕
⊕
f

Lf = N ⊕W

gdzie f s¡ funkcjonaªami pierwiastkowymi za± Lf odpowiednimi podprzestrze-
niami pierwiastkowymi. Ka»de f rozszerzamy z N na L kªad¡c f(x) = 0 dla
x ∈W . Pokaza¢ »e tak rozszerzone f nie zale»¡ od wyboru N .
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