
1. Sprawd¹ »e podane na wykªadzie realizacje grupy Heisenberga s¡ izo-
mor�czne. Przypominam »e pierwsza realizacja to R3 z mno»eniem zadanym
wzorem (x1, y1, z1)(x2, y2, z2) = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2 + 1

2 (x1y2 − x2y1)).
Realizacja macierzami to macierze postaci: 1 x z

0 1 y
0 0 1

 .

2. Sprawd¹ »e wzór (x1, y1)(x2, y2) = (x1+x2, exp(x2)y1+y2) zadaje na R2

struktur¦ grupy Liego. Poka» »e grupa ta jest izomor�czna z grup¡ przeksztaªce«
a�nicznych prostej zachowuj¡cych orientacj¦.

3. Niech Aut(H) oznacza grup¦ automor�zmów grupy H, za± A jest homo-
mor�zmem z G w Aut(H). Na produkcie grup G i H wprowadzamy mno»enie
wzorem:

(g1, h1)(g2, h2) = (g1g2, (A(g
−1
2 )h1)h2)

Otrzymujemy w ten sposób grup¦ nazywan¡ produktem póªprostym G i H
(sprawd¹). Poka» »e je±li G i H s¡ grupami Liego i A jest odwzorowaniem
gªadkim (jako odwzorowanie z G × H w H) to produkt póªprosty G i H jest
grup¡ Liego.

4. Przestaw jako produkt póªprosty nast¦puj¡ce grupy: grup¦ przeksztaªce«
a�nicznych na przestrzni euklidesowej, grup¦ isometrii przestrzni euklidesowej,
grup¦ Heisenberga, grup¦ macierzy górno-trójk¡tnych (tzn. takich »e wszyskie
elementy poni»ej diagonali s¡ zerami).

5. Przestrze« k-d»etów odwzorowa« Rm w Rn w punkcie 0 to przestrze« ilo-
razowa przestrzeni wszystkich funkcji gªadkich z Rm w Rn przez podprzestrze«
funkcji których k+1 pochodnych w 0 znika. Z de�nicji wynika »e pochodne do
rz¦du k w 0 s¡ dobrze zde�niowane dla k-d»etów (nie zale»¡ od wyboru repre-
zentantów). Poka» »e przestrze« k-d»etów odwzorowa« Rn w Rn w punkcie 0
takich »e warto±¢ w 0 to 0 i pierwsza pochodna jest odwracalna ma naturaln¡
struktur¦ grupy Liego (dziaªaniem jest skªadanie (d»etów) odwzorowa«).

6 Poka» »e nast¦puj¡ce przestrzenie s¡ izomor�czne

• Przestrze« klas równowa»no±ci krzywych gªadkich γ : [−1, 1] 7→ Rn ta-
kich »e γ(0) = 0, gdzie za równowa»ne uznajemy krzywe maj¡ce t¡ sam¡
pochodn¡ w 0, z dodawaniem krzywych po wspóªrz¦dnych

• Przestrze« funkcjonaªów liniowych na 1-d»etach odwzorowa« z Rn w R w
punkcie 0 takich »e warto±¢ w 0 to 0 Przy tym izomor�zm jest naturalny,
tzn. taki sam wzór dziaªa je±li zamiast Rn mamy dowoln¡ izomor�czn¡ z
ni¡ przestrze«. Ponadto, izomor�zm zale»y tylko od zachowania krzywych
(jetów) w dowolnie maªym otoczeniu 0 i komutuje z dyfeomor�zmami
(lokalnymi) zachowuj¡cymi 0.

Przypominam »e ró»niczkowanim na pier±cieniu funkcji gªadkich T nazy-
wamy R-liniowe odwzorowanie D : T 7→ T speªniaj¡ce wzór Leibnitza D(fg) =
fD(g) +D(f)g

7 Sprawd¹ »e je±li D1 i D2 s¡ ró»niczkowaniami to ich komutator D1D2 −
D2D1 te» jest ró»niczkowaniem.

8 Niech U b¦dzie podzbiorem otwartym Rn. Poka¹ »e ka»de ró»niczkowanie
T = C∞(U) jest postaci

∑n
i=1 fi∂xi

gdzie fi ∈ T
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9 U»ywaj¡c wzór (Xf)(g) = ∂tf(γ(t)g)|t=0 (tzn. Xf(g) to warto±¢ po-
chodnej wy»ej dla t = 0) gdzie γ jest wybran¡ krzyw¡ z wektorem stycznym
X wyznacz algebry Liego nast¦puj¡cych grup: grupy z zadania 2, GL(n,R),
SL(2,R) i grupy która jako rozmito±¢ jest równa R×C z mno»eniem zadanym
wzorem: (x1, y1)(x2, y2) = (x1+x2, exp(ix2)y1+y2) (ta grupa jest izomor�czna
z nakryciem jednospójnym grupy izometrii pªaszczyzny).

Wskazówka: Dobierz γ tak by upro±ci¢ oblicznia. By wyznaczy¢ nawias
Liego wystarczy testowa¢ na niedu»ej liczbie funkcji, np. dlaGL(n,R) wystarczy
obliczy¢ (XY − Y X)f dla liniowych f .
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