1. Sprawdz ze podane na wyktadzie realizacje grupy Heisenberga sa izo-
morficzne. Przypominam 7e pierwsza realizacja to R? z mnozeniem zadanym

wzorem (z1,y1,21) (22, Y2, 22) = (T1 + 2,41 + Y2, 21 + 22 + 5(T1Y2 — T2p1))-
Realizacja macierzami to macierze postaci:
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2. Sprawdz ze wzor (z1,y1)(x2,y2) = (z1+ 2, exp(x2)y1 +y2) zadaje na R?
strukture grupy Liego. Pokaz ze grupa ta jest izomorficzna z grupa przeksztatcen
afinicznych prostej zachowujacych orientacje.

3. Niech Aut(H) oznacza grupe automorfizmow grupy H, zas A jest homo-
morfizmem 7z G w Aut(H). Na produkcie grup G i H wprowadzamy mnozenie
wzorem:

(91, h1)(g2, ha) = (9192, (A(g5 " )h1)ha)

Otrzymujemy w ten sposoéb grupe nazywana produktem poélprostym G i H
(sprawdz). Pokaz ze je§li G i H sa grupami Liego i A jest odwzorowaniem
gladkim (jako odwzorowanie z G x H w H) to produkt potprosty G i H jest
grupa Liego.

4. Przestaw jako produkt potprosty nastepujace grupy: grupe przeksztalcen
afinicznych na przestrzni euklidesowej, grupe isometrii przestrzni euklidesowej,
grupe Heisenberga, grupe macierzy gorno-trojkatnych (tzn. takich ze wszyskie
elementy ponizej diagonali sg zerami).

5. Przestrzen k-dzetéw odwzorowan R™ w R™ w punkcie 0 to przestrzen ilo-
razowa przestrzeni wszystkich funkcji gtadkich z R™ w R"™ przez podprzestrzen
funkcji ktorych k 4+ 1 pochodnych w 0 znika. Z definicji wynika ze pochodne do
rzedu k w 0 sa dobrze zdefiniowane dla k-dzetow (nie zaleza od wyboru repre-
zentantow). Pokaz ze przestrzen k-dzetéw odwzorowan R™ w R™ w punkcie 0
takich ze warto$¢ w 0 to 0 i pierwsza pochodna jest odwracalna ma naturalng
strukture grupy Liego (dzialaniem jest sktadanie (dzetow) odwzorowar).

6 Pokaz ze nastepujace przestrzenie sg izomorficzne

e Przestrzen klas rownowazno$ci krzywych gladkich v : [-1,1] — R” ta-
kich ze v(0) = 0, gdzie za réwnowazne uznajemy krzywe majace ta sama
pochodna w 0, z dodawaniem krzywych po wspoétrzednych

e Przestrzen funkcjonatéw liniowych na 1-dzetach odwzorowari z R” w R w
punkcie 0 takich ze warto$¢ w 0 to 0 Przy tym izomorfizm jest naturalny,
tzn. taki sam wzor dziala jesli zamiast R™ mamy dowolng izomorficzng z
nig przestrzen. Ponadto, izomorfizm zalezy tylko od zachowania krzywych
(jetow) w dowolnie matym otoczeniu 0 i komutuje z dyfeomorfizmami
(lokalnymi) zachowujacymi 0.

Przypominam ze rézniczkowanim na pierscieniu funkeji gtadkich T nazy-
wamy R-liniowe odwzorowanie D : T +— T spelniajace wzoér Leibnitza D(fg) =
fD(g)+ D(f)g

7 Sprawdz ze je§li Dy i Dy sa rézniczkowaniami to ich komutator DDy —
D5 D1 tez jest rézniczkowaniem.

8 Niech U bedzie podzbiorem otwartym R". Pokaz ze kazde rézniczkowanie
T = C>(U) jest postaci Y., fiOy, gdzie f; € T



9 Uzywajac wzor (X f)(g) = 0cf(v(t)g)|i=0 (tzn. X f(g) to wartos¢ po-
chodnej wyzej dla t = 0) gdzie v jest wybrana krzywa z wektorem stycznym
X wyznacz algebry Liego nastepujacych grup: grupy z zadania 2, GL(n,R),
SL(2,R) i grupy ktora jako rozmitos¢ jest rowna R x C z mnozeniem zadanym
wzorem: (x1,y1)(22,y2) = (21 + 22, exp(iz2)y1 + y2) (ta grupa jest izomorficzna
z nakryciem jednosp6jnym grupy izometrii plaszczyzny).

Wskazowka: Dobierz « tak by uprosci¢ oblicznia. By wyznaczyé nawias
Liego wystarczy testowa¢ na nieduzej liczbie funkeji, np. dla GL(n,R) wystarczy
obliczy¢ (XY — Y X)f dla liniowych f.



