Lista 10 (nadobowiazkowa)

W zadaniach 1-4 rozpatrujemy diagram Coxetera-Dynkina uktadu pierwiast-
kow (by¢ moze niekrystalograficznego).

1. Pokaz ze jesli jest krawedZ wagi 5 to jest ona na koricu, a diagram ma co
najwyzej 4 wierzchotki.

2. Pokaz ze jesli krawedz wagi 4 nie jest na koiicu, to sa tylko 4 wierzchotki.

3. Pokaz ze jedli jest punkt rozgatezienia, to jedno z odgalezien ma dlugosé
1, a drugie dlugos¢ co najwyzej 2.

4. Pokaz ze jesli jest punkt rozgalezienia i jedno z odgatezienn ma dtugosé 2,
to najdtuzsze odgatezienie ma dtugosc 4.

5. Niech A C V bedzie uktadem pierwiastkéw i niech V; bedzie podprze-
strzeniag V. Pokaz ze A N Vp jest albo puste albo jest uktadem pierwiastow
dla pewnej podprzestrzeni Vi. W szczegdlnoSci niech o, 8 € A beda liniowo
niezalezne i niech V, g = lin{a, }. Wtedy ANV, g jest ukladem pierwiastkow.

6. Niech L; bedzie podzbiorem w R® skladajacym sie z wektoréw o wspot-
czynnikach catkowtych, takich ze suma skladowch > x; jest parzysta. Niech
L3 = Ly + Zw gdzie w = (1/2,1/2,...,1/2). Pokaz ze L3 jest dyskretna pod-
grupa R® i ze dla dowolnych v1,vy € Lz mamy (vy,ve) € Z. Niech A = {v €
L3 : (v,v) = 2}. Opisz elementy A. Pokaz ze A jest ukladem pierwiastkow z
diagramem Dynkina Fg i 7e A ma 240 elementéw.

Definicja: Groupa Weyla W nazywamy grupe generowang przez odbicia
wzgledem elementéw uktadu pierwiastkéw. Niech

U={zeV:(z,a) =0 dlapewnego a € A}

Komoérka Weyla nazywamy sktadowa spdjna U.

7. Pokaz 7e {x € V : (z,a) >0 dla a € A} jest komorka Weyla.

8. Pokaz 7ze grupa generowana przez odbicia wzgledem pierwiastkéw pro-
stych A (a wiec réwniez grupa Weyla W) dziala tranzytywnie na zbiorze komo-
rek Weyla. Wywnioskuj stad ze diagram Coxetera-Dynkina jest jednoznacznie
wyznaczony przez uktad pierwiastkow (nie zalezy od wybranego porzadku).

Wskazéwka: Niech F' bedzie suma fragmentéw kowymiaru 2 scian komorek
Weyla. Sprawdz ze V — F pozostaje spdjne, za$ orbita domkniecia komorki
Weyla jest zaréwno otwarta jak i domknieta w V — F.

9. Pokaz ze grupa Weyla W jest generowana przez odbicia wzgledem pier-
wiastkow prostych A.

Wskazowka: W wymiarze 2 pokaz to bezposrednio. Dla wyzszych wymiaréw
rozwaz najpierw pierwiastki lezace na brzegu stozka rozpinanego przez A.

10. Pokaz ze jesli uklad pierwiastkow jest krystalograficzny to kazdy pier-
wiastek ma taka dlugos¢ jak pewien pierwiastek prosty (tzn. element A). Jesli
uktad jest nierozktadalny to sa co najwyzej dwie dlugosci.



