
Lista 10 (nadobowi¡zkowa)

W zadaniach 1-4 rozpatrujemy diagram Coxetera-Dynkina ukªadu pierwiast-
ków (by¢ mo»e niekrystalogra�cznego).

1. Poka» »e je±li jest kraw¦d¹ wagi 5 to jest ona na ko«cu, a diagram ma co
najwy»ej 4 wierzchoªki.

2. Poka» »e je±li kraw¦dz wagi 4 nie jest na ko«cu, to s¡ tylko 4 wierzchoªki.
3. Poka» »e je±li jest punkt rozgaª¦zienia, to jedno z odgaª¦zie« ma dªugo±¢

1, a drugie dªugo±¢ co najwy»ej 2.
4. Poka» »e je±li jest punkt rozgaª¦zienia i jedno z odgaª¦zie« ma dªugo±¢ 2,

to najdªu»sze odgaª¦zienie ma dªugo±¢ 4.
5. Niech Λ ⊂ V b¦dzie ukªadem pierwiastków i niech V1 b¦dzie podprze-

strzeni¡ V . Poka» »e Λ ∩ V1 jest albo puste albo jest ukªadem pierwiastów
dla pewnej podprzestrzeni V1. W szczególno±ci niech α, β ∈ Λ b¦d¡ liniowo
niezale»ne i niech Vα,β = lin{α, β}. Wtedy Λ∩Vα,β jest ukªadem pierwiastków.

6. Niech L1 b¦dzie podzbiorem w R8 skªadaj¡cym si¦ z wektorów o wspóª-
czynnikach caªkowtych, takich »e suma skªadowch

∑
xi jest parzysta. Niech

L3 = L1 + Zw gdzie w = (1/2, 1/2, . . . , 1/2). Poka» »e L3 jest dyskretn¡ pod-
grup¡ R8 i »e dla dowolnych v1, v2 ∈ L3 mamy (v1, v2) ∈ Z. Niech Λ = {v ∈
L3 : (v, v) = 2}. Opisz elementy Λ. Poka» »e Λ jest ukªadem pierwiastków z
diagramem Dynkina E8 i »e Λ ma 240 elementów.

De�nicja: Group¡ Weyla W nazywamy grup¦ generowan¡ przez odbicia
wzgl¦dem elementów ukªadu pierwiastków. Niech

U = {x ∈ V : (x, α) = 0 dla pewnego α ∈ Λ}

Komórk¡ Weyla nazywamy skªadow¡ spójn¡ U .
7. Poka» »e {x ∈ V : (x, α) > 0 dla α ∈ ∆} jest komórk¡ Weyla.
8. Poka» »e grupa generowana przez odbicia wzgl¦dem pierwiastków pro-

stych ∆ (a wi¦c równie» grupa Weyla W ) dziaªa tranzytywnie na zbiorze komó-
rek Weyla. Wywnioskuj st¡d »e diagram Coxetera-Dynkina jest jednoznacznie
wyznaczony przez ukªad pierwiastków (nie zale»y od wybranego porz¡dku).

Wskazówka: Niech F b¦dzie sum¡ fragmentów kowymiaru 2 scian komórek
Weyla. Sprawd¹ »e V − F pozostaje spójne, za± orbita domkni¦cia komórki
Weyla jest zarówno otwarta jak i domkni¦ta w V − F .

9. Poka» »e grupa Weyla W jest generowana przez odbicia wzgl¦dem pier-
wiastków prostych ∆.

Wskazówka: W wymiarze 2 poka» to bezpo±rednio. Dla wy»szych wymiarów
rozwa» najpierw pierwiastki le»¡ce na brzegu sto»ka rozpinanego przez ∆.

10. Poka» »e je±li ukªad pierwiastków jest krystalogra�czny to ka»dy pier-
wiastek ma tak¡ dªugo±¢ jak pewien pierwiastek prosty (tzn. element ∆). Je±li
ukªad jest nierozkªadalny to s¡ co najwy»ej dwie dªugo±ci.
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