
1. Na Rn wprowadzamy topologie Zariskiego przyjmuj¡c »e zbiory do-
mkniete do dokªadnie te zbiory które s¡ zbiorami wspólnych zer ukªadu wielo-
mianów. Na podzborach Rn topologi¦ Zariskiego wprowadzamy jako topologi¦
podprzestrzeni. Poka» »e je±li U jest zbiorem otwartym w topologii Zariskiego,
f jest funkcj¡ wymiern¡, tak¡ »e mianownik f jest ró»ny od 0 na U to f jest ci¡-
gªa w topologi Zariskiego (tzn. przeciwobrazy zbiorów domkni¦tch w topologi
Zariskiego przez f s¡ domkni¦te w topologi Zariskiego). Poka» »e je±li na R×R
wprowadzimy produkt toplogii Zariskiego to dodawanie b¦dzie nieci¡gªe. Po-
ka» »e je±li grupa G jest podzbiorem domkni¦tym Rn w topologi Zariskiego za±
dziaªania grupowe na G s¡ zadane przez funkcje wymierne których mianowniki
s¡ ró»ne od zera na G to mno»enie jest ci¡gªe z G × G z topologi¡ Zariskiego
odziedziczon¡ z R2n w G (z topologi¡ Zariskiego).

2. Wyznacz podgrupy jednoparametrowe w grupie "ax + b".
3. Wyznacz obraz odwzorowania eksponencjalnego w grupie SL(2,R) rze-

czywistych macierzy 2× 2 o wyznaczniku 1.
De�nicja: Operacja D jest ró»niczkowaniem algebry Liego A je±li D jest

R-liniowe i speªnia wzór Leibnitza: D[x, y] = [Dx, y] + [x,Dy].
4. Sprawd¹ »e je±li D1 i D2 s¡ ró»niczkowaniami algebry Liego to ich komu-

tator D1D2 −D2D1 te» jest ró»niczkowaniem.
5. Sprawd¹ »e je±li A jest (raczej nieprzeminn¡) algebr¡ ª¡czn¡ nad R to

A z nawiasem Liego wprowadzonym wzorem [X,Y ] = XY − Y X jest algebr¡
Liego. (W szczególno±ci algebra Liego grupy Liego tak jak de�niowali±my j¡ na
wykªadzie jest algebr¡ Liego).

Komentarz: Razem z zadaniem 7 z listy 1 zadaniem 2 pokazuje to »e ró»-
niczkowania algebry ª¡cznej (lub algebry Liego) tworz¡ algebr¦ Liego.

6. Sprawd¹ »e suma prosta algebr Liego A1 i A2 zde�nowana jako ich suma
prosta jako moduªów z nawiasem Liego po skªadowych [(x1, x2), (y1, y2)] =
([x1, y1], [x2, y2]) jest algebr¡ Liego. Sprawd¹ »e je±li B jest R-liniowym od-
wzorowaniem z A1 w ró»niczkowania A2 speªniaj¡cym B([x, y]) = B(x)B(y)−
B(y)B(x) (tzn. B jest homomor�zmem algebr Liego) to wzór

[(x1, x2), (y1, y2)] = ([x1, y1],−(B(y1))x2 + (B(x1))y2 + [y1, y2])

zadaje nawias Liego na sumie prostej A1 i A2 jako moduªów. Sum¦ prost¡ A1

i A2 jako moduªów z takim nawiasem Liego nazywamy produktem póªprostym
algebr Liego. Oczywi±cie produkt póªprosty zale»y od wyboru odwzorowania
B.

7. Poka» »e algebra Liego A jest produktem póªprostym wtedy i tylko wtedy
gdy A zawiera dwa podmoduªy A1 i A2 takie »e A = A1 ⊕ A2 jako moduª, A1

jest podalgebr¡ (tzn. dla x, y ∈ A1 równie» [x, y] ∈ A1) i dla x ∈ A, y ∈ A2

mamy [x, y] ∈ A2.
8. Niech A b¦dzie niesko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡ z baz¡

X,Y1, . . . , Yn, . . . . Na A zadajemy nawias Liego wzorem [X,Yi] = −[Yi, X] =
Yi+1 za± [Yi, Yj ] = 0. Sprawd¹ »e to nam zadaje algebr¦ Liego i »e A jest
generowana przez X i Y1 (tzn. najmniejsza podalgebra Liego A zawieraj¡ca X
i Y1 jest równa A).

9. Niech Df = ∂2
xf , Mf(x) = x2f(x), Jf(x) = 2x(∂xf)(x) + f(x). Poka»

»e operatory D,M, J rozpinaj¡ rzeczywist¡ algebr¦ Liego (z komutatorem jako
nawiasem Liego). Podobnie iD, iM , J rozpinaj¡ rzeczywist¡ algebr¦ Liego.
Sprawd¹ »e te dwie algebry s¡ izomor�czne z algebr¡ macierzy 2× 2 o ±ladzie 0.
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