
1. Pokaza» »e je±li grupy Liego G1 i G2 maj¡ struktur¦ rzeczywist¡ anali-
tyczn¡ (tzn. przej±cia mi¦dzy mapami rozwijaj¡ si¦ lokalnie w zbie»ny szereg
pot¦gowy), za± h jest ci¡gªym homomor�zmem z G1 do G2 to h jest rzeczywi±cie
analityczny.

2. Przypominam »e dla x z algebry Liego A operator adx jest zde�niowany
wzorem adx(y) = [x, y]. Wyznacz warto±ci i wektory wªasne operatora adx dla
A b¦d¡cego algebr¡ macierzy n na n i x b¦d¡cego macierz¡ diagonaln¡. Poka»
»e w algebrze sl(n,R) macierzy rzeczywistych o ±ladzie 0 nie ma podprzestrzeni
niezmienniczych ró»nych od caªej algebry i {0} wspólnych dla wszystkich ope-
ratorów adx.

Komentarz: Takie algebry nazywamy algebrami prostymi.
3. Poka» »e je±li rzeczywista algebra Liego A zawiera element x taki »e

adx ma niezerow¡ rzeczywist¡ warto±¢ wªasn¡, to zawiera te» podalgebr¦ Liego
izomor�czn¡ z algebr¡ Liego grupy przeksztaªce« a�nicznych prostej (grupy 'ax
+ b').

4. Niech g b¦dzie algebr¡ Liego nad ciaªem k charakterystyki 0. Zakªadamy
»e D jest nilpotentnym ró»niczkowaniem g. Nilpotentnym oznacza tu »e D jest
operatorem nilpotentnym, tzn. istnieje takie k »e Dk = 0. Uzasadnij »e wzór

exp(tD) =

∞∑
k=0

(tD)k

k!

de�niuje jednoparametrow¡ grup¦ automor�zmów g, tzn. exp(t1D) exp(t2D) =
exp((t1 + t2)D) i przy ustalonym t ∈ k odwzorowanie exp(tD) jest automor�-
zmem g.

5. Uzasadnij »e grupa zespolonych macierzy 2 × 2 o wyznaczniku 1 ma
nieci¡gªy automor�zm.

6. Niech g b¦dzie algebr¡ Liego nad pier±cieniem z jedynk¡ R i niech D
b¦dzie endomor�zmem g jako R-moduªu. Niech g̃ równa si¦ R ⊕ g jako R-
moduª. Na g̃ wprowadzamy operacj¦ [·, ·] wzorem

[(t, x), (s, y)] = (0, tDy − sDx+ [x, y]).

Uzasadnij »e D jest ró»niczkowaniem g wtedy i tylko wtedy gdy powy»sza ope-
racja zadaje nawias Liego (tzn. g̃ jest algebr¡ Liego). Wskazówka: Poªowa
wynika z zadania z poprzedniej listy.

7. Niech R̃ = R[X]/(X2) (tzn. R̃ jest rozszerzeniem R o elemet x taki »e
x2 = 0), L jest R-algebr¡ Liego i niech L̃ b¦dzie zbiorem formalnych sum postaci
a + xb gdzie a, b ∈ L z naturalnymi dziaªaniami. Sprawd¹ »e L̃ jest algebr¡
Liego nad R̃. Poka» »e je±li D jest ró»niczkowaniem L, to wzór A(s + xt) =
s + x(t + D(s)) gdzie s, t ∈ L (za± L uto»samiamy z podzbiorem L̃), zadaje
automor�zm L̃. Ponadto, ka»dy automor�zm L̃ który jest to»samo±ci¡ na L̃/xL
jest takiej postaci.
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