1. Pokazaz ze jedli grupy Liego G1 i G2 maja strukture rzeczywista anali-
tyczng (tzn. przej$cia miedzy mapami rozwijaja sie lokalnie w zbiezny szereg
potegowy), zas h jest ciagglym homomorfizmem z G do G5 to h jest rzeczywiscie
analityczny.

2. Przypominam ze dla x z algebry Liego A operator ad, jest zdefiniowany
wzorem ad.(y) = [z,y]. Wyznacz wartodci i wektory wlasne operatora ad, dla
A bedacego algebra macierzy n na n i x bedgcego macierzg diagonalng. Pokaz
ze w algebrze sl(n, R) macierzy rzeczywistych o sladzie 0 nie ma podprzestrzeni
niezmienniczych réznych od calej algebry i {0} wspoélnych dla wszystkich ope-
ratoréow ad,.

Komentarz: Takie algebry nazywamy algebrami prostymi.

3. Pokaz ze jesli rzeczywista algebra Liego A zawiera element z taki ze
ad, ma niezerowy rzeczywista wartos¢ wtasna, to zawiera tez podalgebre Liego
izomorficzna z algebra Liego grupy przeksztalcen afinicznych prostej (grupy ’ax
+b").

4. Niech g bedzie algebra Liego nad ciatem k charakterystyki 0. Zakladamy
ze D jest nilpotentnym rézniczkowaniem g. Nilpotentnym oznacza tu ze D jest
operatorem nilpotentnym, tzn. istnieje takie k ze D*¥ = 0. Uzasadnij ze wzor

exp(tD) = Z k'
k=0

definiuje jednoparametrowa grupe automorfizmow g, tzn. exp(t; D) exp(teD) =
exp((t; + t2)D) i przy ustalonym ¢ € k odwzorowanie exp(tD) jest automorfi-
zmem g.

5. Uzasadnij ze grupa zespolonych macierzy 2 X 2 o wyznaczniku 1 ma
nieciggly automorfizm.

6. Niech g bedzie algebra Liego nad pierScieniem z jedynka R i niech D
bedzie endomorfizmem g jako R-modutu. Niech g rowna sie R @ g jako R-
modul. Na g wprowadzamy operacje [, -] wzorem

[(t,2), (s,y)] = (0,tDy — sDz + [x,y]).

Uzasadnij ze D jest rézniczkowaniem g wtedy i tylko wtedy gdy powyzsza ope-
racja zadaje nawias Liego (tzn. g jest algebra Liego). Wskazéwka: Polowa
wynika z zadania z poprzedniej listy.

7. Niech R = R[X]/(X?) (tzn. R jest rozszerzeniem R o elemet z taki ze

= 0), L jest R-algebra Liego i niech L bedzie zbiorem formalnych sum postaci
a + zb gdzie a,b € L z naturalnymi dziataniami. Sprawdz ze L jest algebra
Liego nad R. Pokaz ze jesli D jest rézniczkowaniem L, to wzor A(s + wt) =
s+ x(t + D(s)) gdzie s,t € L (za§ L utozsamiamy z podzbiorem L), zadaje
automorfizm L. Ponadto, kazdy automorfizm L ktory jest tozsamodcig na L JxL
jest takiej postaci.



