1. Pokaz ze przemienna grupa Liego jest produktem pewnej ilosci prostych
i okregdw.

2. Podobnie do rzeczywistych grup Liego mozna zdefinowaé zespolone grupy
Liego: rézniczkowalnosé jest w sensie zespolonym, algebra Liego jest nad licz-
bami zespolonymi. Pokaz 7e dla zespolonych grup Liego zachodza twierdzenia
o podgrupie i homomorfizmie podane na wyktadzie: jesli mamy zespolona po-
dalgebre to podgrupa jest zespolona, jesli homomorfizm algebr jest zespolony to
homomorfizm grup jest holomorficzny (rézniczkowalny w sensie zespolonym).

3. Pokaz ze w kontekscie algebraicznym twierdzenia o podgrupie i homo-
morfizmie przestaja by¢ prawdziwe: istnieje (zespolona) grupa macierzowa za-
dana uktadem réwnan algebraicznych i podalgebra Liego jej algebry Liego taka
ze odpowiednia podgrupa nie zadaje sie ukladem réwnan. Podobnie, istnieja
zespolone grupy algebraiczne G, Gy przy tym G; jest jednospOjna takie ze
algebry Liego sa izomorficzne, ale homomorfizm G; w G5 nie jest algebraiczny
(potrzebuje funkcji przestepnych).

4. Ktore z nastepujacych grup sa jednospdjne: grupa Heisenberga, grupa
SL(2,R) rzeczywistych macierzy 2 na 2 o wyznaczniku 1, grupa SU(2) unitar-
nych macierzy 2 na 2 o wyznaczniku 1, grupa SO(3) ortogonalnych macierzy 3
na 3 o wyznaczniku 1, grupa SL(2,C) zespolonych macierzy 2 na 2 o wyznacz-
niku 1, grupa SL(3,R) rzeczywistych macierzy 3 na 3 o wyznaczniku 1. Dla
grup ktore nie sg jednospéjne opisz centrum grupy nakrywajacej (jednospojnej
grupy z ta sama algebra).

Wskazowka: Macierze mozna zapisa¢ w postaci OL gdzie O jest ortogonalne
lub unitarne, zas L jest macierza tréjkatna.

5. Indukcyjnie uzasadnij ze g i g zdefiniowane przed definicjami algebr
rozwigzalnych i nilpotennych sg idealami w g. Uzasadnij ze stowo "podalgebra"
w definicji komutatora podalgebr podanej w notatkach przed definicjami g* i gy,
mozna by pominaé, tzn. biorac podprzestrzen liniowa rozpinana przez podane
w definicji nawiasy Liego elementéw otrzymamy te same g* i g,.

6. Uzasadnij ze rozwigzalna algebra Liego g zawiera ideal abelowy a. Uza-
sadnij ze skoniczenie wymiarowa rozwigzalna algebra Liego nad ciatem liczb rze-
czywistych wymiaru co najmniej 2 zawiera podalgebre (rozwiazalna) wymiaru 2
lub wymiaru 3. Uzasadnij ze jesli g jest nieprzemienna to algebre wyzej mozna
wybra¢ tak by byla ona nieprzemienna. Opisz (sklasyfikuj) wszystkie rozwia-
zalne algebry Liego nad ciatami liczb rzeczywistych i zespolonych o wymiarze
nie przekraczajacym 3.

Wskazowka: W drugim i trzecim punkcie rozwaz dzialanie ad na a. Jesli
jest ono trywialne rozwaz g/a.

7. Pokaz ze skoriczenie wymiarowa rozwiagzalna algebra Liego nad cialem
zawiera ideal kowymiaru 1. Wywnioskuj stad ze taka algebra Liego jest iterowa-
nym produktem poélprostym algebr jednowymiarowych. Podobnie, jednospdjna
grupa Liego z rozwigzalng algebra Liego jest iterowanym produktem poélprostym
prostych.

Wskazowka: Kazda podprzestrzen zawierajaca [g, g] jest ideatem.

8. Niech H C G bedzie podgrupa Liego. Zakladamy ze G i H sa spojne.
Uzasadnij ze jesli algebra Liego H jest idealem w G to automorfizmy wewnetrzne
G drzialaja w sposob ciagly na H.

Wskazoéwka: Uzyj odwzorowanie wykltadnicze by pokazaé¢ najpierw ciaglosé
w jedynce a potem prawe przesuniecia by dostaé cigglosé¢ w dowolnym punkcie.



9. Niech P bedzie przestrzenia wielomianéw na prostej. Ustalmy k£ > 0.
Niech n bedzie algebra Liego (z komutatorem jako nawiasem Liego) operatorow
na P generowna przez J, i operatory mnozenia przez wielomiany stopnia nie
przekraczajacego k. Opisz n;. Uzasadnij ze n jest algebra nilpotentna.



