
1. Poka» »e przemienna grupa Liego jest produktem pewnej ilo±ci prostych
i okr¦gów.

2. Podobnie do rzeczywistych grup Liego mo»na zde�nowa¢ zespolone grupy
Liego: ró»niczkowalno±¢ jest w sensie zespolonym, algebra Liego jest nad licz-
bami zespolonymi. Poka» »e dla zespolonych grup Liego zachodz¡ twierdzenia
o podgrupie i homomor�¹mie podane na wykªadzie: je±li mamy zespolon¡ po-
dalgebr¦ to podgrupa jest zespolona, je±li homomor�zm algebr jest zespolony to
homomor�zm grup jest holomor�czny (ró»niczkowalny w sensie zespolonym).

3. Poka» »e w kontek±cie algebraicznym twierdzenia o podgrupie i homo-
mor�¹mie przestaj¡ by¢ prawdziwe: istnieje (zespolona) grupa macierzowa za-
dana ukªadem równa« algebraicznych i podalgebra Liego jej algebry Liego taka
»e odpowiednia podgrupa nie zadaje si¦ ukªadem równa«. Podobnie, istniej¡
zespolone grupy algebraiczne G1, G2 przy tym G1 jest jednospójna takie »e
algebry Liego s¡ izomor�czne, ale homomor�zm G1 w G2 nie jest algebraiczny
(potrzebuje funkcji przest¦pnych).

4. Które z nast¦puj¡cych grup s¡ jednospójne: grupa Heisenberga, grupa
SL(2,R) rzeczywistych macierzy 2 na 2 o wyznaczniku 1, grupa SU(2) unitar-
nych macierzy 2 na 2 o wyznaczniku 1, grupa SO(3) ortogonalnych macierzy 3
na 3 o wyznaczniku 1, grupa SL(2,C) zespolonych macierzy 2 na 2 o wyznacz-
niku 1, grupa SL(3,R) rzeczywistych macierzy 3 na 3 o wyznaczniku 1. Dla
grup które nie s¡ jednospójne opisz centrum grupy nakrywaj¡cej (jednospójnej
grupy z t¡ sam¡ algebr¡).

Wskazówka: Macierze mo»na zapisa¢ w postaci OL gdzie O jest ortogonalne
lub unitarne, za± L jest macierz¡ trójk¡tn¡.

5. Indukcyjnie uzasadnij »e gk i gk zde�niowane przed de�nicjami algebr
rozwi¡zalnych i nilpotennych s¡ ideaªami w g. Uzasadnij »e sªowo "podalgebra"
w de�nicji komutatora podalgebr podanej w notatkach przed de�nicjami gk i gk

mo»na by pomin¡¢, tzn. bior¡c podprzestrze« liniow¡ rozpinan¡ przez podane
w de�nicji nawiasy Liego elementów otrzymamy te same gk i gk.

6. Uzasadnij »e rozwi¡zalna algebra Liego g zawiera ideaª abelowy a. Uza-
sadnij »e sko«czenie wymiarowa rozwi¡zalna algebra Liego nad ciaªem liczb rze-
czywistych wymiaru co najmniej 2 zawiera podalgebr¦ (rozwi¡zaln¡) wymiaru 2
lub wymiaru 3. Uzasadnij »e je±li g jest nieprzemienna to algebr¦ wy»ej mo»na
wybra¢ tak by byªa ona nieprzemienna. Opisz (sklasy�kuj) wszystkie rozwi¡-
zalne algebry Liego nad ciaªami liczb rzeczywistych i zespolonych o wymiarze
nie przekraczaj¡cym 3.

Wskazówka: W drugim i trzecim punkcie rozwa» dziaªanie ad na a. Je±li
jest ono trywialne rozwa» g/a.

7. Poka» »e sko«czenie wymiarowa rozwi¡zalna algebra Liego nad ciaªem
zawiera ideaª kowymiaru 1. Wywnioskuj st¡d »e taka algebra Liego jest iterowa-
nym produktem póªprostym algebr jednowymiarowych. Podobnie, jednospójna
grupa Liego z rozwi¡zaln¡ algebr¡ Liego jest iterowanym produktem póªprostym
prostych.

Wskazówka: Ka»da podprzestrze« zawieraj¡ca [g,g] jest ideaªem.

8. Niech H ⊂ G b¦dzie podgrup¡ Liego. Zakªadamy »e G i H s¡ spójne.
Uzasadnij »e je±li algebra LiegoH jest ideaªem wG to automor�zmy wewn¦trzne
G dziaªaj¡ w sposób ci¡gªy na H.

Wskazówka: U»yj odwzorowanie wykªadnicze by pokaza¢ najpierw ci¡gªo±¢
w jedynce a potem prawe przesuni¦cia by dosta¢ ci¡gªo±¢ w dowolnym punkcie.
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9. Niech P b¦dzie przestrzeni¡ wielomianów na prostej. Ustalmy k > 0.
Niech n b¦dzie algebr¡ Liego (z komutatorem jako nawiasem Liego) operatorów
na P generown¡ przez ∂x i operatory mno»enia przez wielomiany stopnia nie
przekraczaj¡cego k. Opisz nl. Uzasadnij »e n jest algebr¡ nilpotentn¡.
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