1. Pokaz ze dla danego n i k istnieje wolna algebra nilpotentna IV, j, dtugosci
co najwyzej k generowana przez n elementéw. Doktadniej, IV, i, jest taka algebra
Liego ze dla dowolnej nilpotentnej algebry Liego B dlugosci co najwyzej k i
odwzorowania h ze zbioru generatoréw {1, ..., z,} w B istnieje doktadnie jedno
odwzorowanie h : N, ; — B takie ze h(z;) = h(z;). Dla skoriczonego n algebra
Ny, i jest skonczenie wymiarowa.

Uwaga: Nilpotentnosé jest kluczowa zeby dostaé¢ skoniczony wymiar. Miano-
wicie, algebra A z zadania 8 7z listy 2 jest nieskonicznie wymiarowa rozwiazalna
algebra Liego o dwu generatorach. Przy tym [A, A] jest algebra przemienna
(takie algebry nazywamy metaabelowymi).

2. Algebra Liego sl(2,R) jest generowana przez elementy H, X, Y takie
ze H =[X,Y], [H,X] = 2X, [H,Y] = —2Y. Niech vg, k = 0,...,m bedzie
baza przestrzeni m + 1 wymiarowej przestrzeni V,,, (m > 1). Sprawdz ze wzory
Hu, = (2k — m)vg, Xvp = (m — k)vgs1, Yor = kvg_1 zadaja na V,, strukture
modutu Liego nad sl(2,R). Modul ten jest izomorficzny z naturalnym dzia-
taniem sl(2,R) na wielomianach jednorodnych stopnia m. Ponadto modul ten
jest prosty (tzn. nie zawiera niezerowych podmoduléw Liego réznych od siebie).

3. Pokaz ze jesli N1 i N5 sa nilpotentnymi ideatami to rowniez N; + No jest
ideatem nilpotentnym. Wywnioskuj stad ze algebra Liego A skonczonej dtugosci
(skoricznie wymiarowa jesli pierscieri podstawowy to cialo) zawiera maksymalny
ideal nilpotentny, tzn. taki ideal nilpotentny N zZe dowolny ideal nilpotentny A
jest zawarty w N.

Wskazowka: Jesli N jest idealem nilpotentnym w A to [A, Ni] C Ni, gdzie
Ny, to ciag z definicji algebry nilpotentnej.

4. Niech cialo K bedzie algebraicznym domknieciem ciata p-elementowego
gdzie p jest liczba pierwsza. Rozwazmy przestrzen wektorowa V nad K wymiaru
p z bazg e;, i = 0,...,p — 1. Operator X definiujemy wzorem Xe; = ie; 1
(w szczegolnosci Xey = 0). Operator Y definiujemy wzorem Ye; = e;41 dla
it <p—11iYe,_1 = ey. Sprawdz ze X i Y generuja nilpotentng algebre N
endomorfizméw V. Sprawdz ze N nie ma wspolnego wektora wlasnego.

Uwaga: Oznacza to ze w twierdzeniu Liego i w lemacie o reprezentacjach
algebr nilpotentnych zalozenie charakterystyki O jest istotne.

5. Niech V bedzie przestrzenia wielomianéw nad R jednej zmiennej z. Na
V rozpatrujemy operatory X = 9, oraz M,(q) = pq dla p € V. Niech Vj
bedzie przestrzenia wielomianéw stopnia nie przekraczajacego k. Niech A bedzie
algebra Liego generowang przez X i V za§ Ay algebra Liego generowang przez
X i Vi. Uzasadnij ze Ay jest idealem nilpotentnym w A. Uzasadnij ze A nie
zawiera maksymalnego ideatu nilpotentnego.

6. Rozwazmy przestrzen V i algebre A; w notacj z poprzedniego zadania.
V jest modutem Liego nad A;. Uzasadnij ze V nie zawiera niezerowych podmo-
dutéw Liego réznych od V (czyli V' jest modulem prostym). W szczegdlnosci
elementy A; nie maja wspoélnego wektora wlasnego.

7. Pokaz ze jesli algebra Liego A jest sumg prostg algebr A; i Ag, to algebra
obwiednia U(A) jest izomorficzna z iloczynem tensorowym U(A;) i U(Az) z
dziataniem zadanym wzorem (z1 ® 22)(y1 @ y2) = (z122) ® (Y1y2)-

8. Uzasadnij ze jesli A jest algebra jednowymiarowa (tzn. modutem wolnym
nad R z jednym generatorem) to A jest przemienna za$ U(A) jest izomorficzne
z pier§cieniem wielomianéw jednej zmiennej.

9. Produkt wolny R-algebr Liego A; i Az definujemy jako taka R-algebre
Liego B z wlozeniami ¢; : A; — B, i = 1,2 ze dla dowolnej R-algebry Liego C'i



dowolnych homomorfizméw R-algebr Liego h; : A; — C, i = 1,2 istnieje dokltad-
nie jeden homomorfizm R-algebr Liego h : B — C, taki ze h; = h o ;. Uogoélnij
defincje na dowolna, niekoniecznie skoniczong rodzine algebr. Uzasadnij ze pro-
dukt wolny istnieje i jest jednoznaczny z doktadnoscia do izomorfizmnu. Ponadto
pokaz ze produkt wolny odpowiedniej liczby kopii pierscienia R traktowanego
jako R-algebra Liego z zerowym komutatorem spelnia naturalng definicje wolnej
algebry Liego (sformutuj ta definicje).



