
1. Poka» »e dla danego n i k istnieje wolna algebra nilpotentna Nn,k dªugo±ci
co najwy»ej k generowana przez n elementów. Dokªadniej, Nn,k jest tak¡ algebr¡
Liego »e dla dowolnej nilpotentnej algebry Liego B dªugo±ci co najwy»ej k i
odwzorowania h ze zbioru generatorów {x1, . . . , xn} wB istnieje dokªadnie jedno
odwzorowanie h̃ : Nn,k 7→ B takie »e h(xi) = h̃(xi). Dla sko«czonego n algebra
Nn,k jest sko«czenie wymiarowa.

Uwaga: Nilpotentno±¢ jest kluczowa »eby dosta¢ sko«czony wymiar. Miano-
wicie, algebra A z zadania 8 z listy 2 jest niesko«cznie wymiarow¡ rozwi¡zaln¡
algebr¡ Liego o dwu generatorach. Przy tym [A,A] jest algebr¡ przemienn¡
(takie algebry nazywamy metaabelowymi).

2. Algebra Liego sl(2,R) jest generowana przez elementy H, X, Y takie
»e H = [X,Y ], [H,X] = 2X, [H,Y ] = −2Y . Niech vk, k = 0, . . . ,m b¦dzie
baz¡ przestrzeni m+ 1 wymiarowej przestrzeni Vm (m ≥ 1). Sprawd¹ »e wzory
Hvk = (2k −m)vk, Xvk = (m− k)vk+1, Y vk = kvk−1 zadaj¡ na Vm struktur¦
moduªu Liego nad sl(2,R). Moduª ten jest izomor�czny z naturalnym dzia-
ªaniem sl(2,R) na wielomianach jednorodnych stopnia m. Ponadto moduª ten
jest prosty (tzn. nie zawiera niezerowych podmoduªów Liego ró»nych od siebie).

3. Poka» »e je±li N1 i N2 s¡ nilpotentnymi ideaªami to równie» N1 +N2 jest
ideaªem nilpotentnym. Wywnioskuj st¡d »e algebra Liego A sko«czonej dªugo±ci
(sko«cznie wymiarowa je±li pier±cie« podstawowy to ciaªo) zawiera maksymalny
ideaª nilpotentny, tzn. taki ideaª nilpotentny N »e dowolny ideaª nilpotentny A
jest zawarty w N .

Wskazówka: Je±li N jest ideaªem nilpotentnym w A to [A,Nk] ⊂ Nk, gdzie
Nk to ci¡g z de�nicji algebry nilpotentnej.

4. Niech ciaªo K b¦dzie algebraicznym domkni¦ciem ciaªa p-elementowego
gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡. Rozwa»my przestrze« wektorow¡ V nadK wymiaru
p z baz¡ ei, i = 0, . . . , p − 1. Operator X de�niujemy wzorem Xei = iei−1

(w szczególno±ci Xe0 = 0). Operator Y de�niujemy wzorem Y ei = ei+1 dla
i < p − 1 i Y ep−1 = e0. Sprawd¹ »e X i Y generuj¡ nilpotentn¡ algebr¦ N
endomor�zmów V . Sprawd¹ »e N nie ma wspólnego wektora wªasnego.

Uwaga: Oznacza to »e w twierdzeniu Liego i w lemacie o reprezentacjach
algebr nilpotentnych zaªo»enie charakterystyki 0 jest istotne.

5. Niech V b¦dzie przestrzeni¡ wielomianów nad R jednej zmiennej x. Na
V rozpatrujemy operatory X = ∂x oraz Mp(q) = pq dla p ∈ V . Niech Vk
b¦dzie przestrzeni¡ wielomianów stopnia nie przekraczaj¡cego k. Niech A b¦dzie
algebr¡ Liego generowan¡ przez X i V za± Ak algebr¡ Liego generowan¡ przez
X i Vk. Uzasadnij »e Ak jest ideaªem nilpotentnym w A. Uzasadnij »e A nie
zawiera maksymalnego ideaªu nilpotentnego.

6. Rozwa»my przestrze« V i algebr¦ A1 w notacj z poprzedniego zadania.
V jest moduªem Liego nad A1. Uzasadnij »e V nie zawiera niezerowych podmo-
duªów Liego ró»nych od V (czyli V jest moduªem prostym). W szczególno±ci
elementy A1 nie maj¡ wspólnego wektora wªasnego.

7. Poka» »e je±li algebra Liego A jest sum¡ prost¡ algebr A1 i A2, to algebra
obwiednia U(A) jest izomor�czna z iloczynem tensorowym U(A1) i U(A2) z
dziaªaniem zadanym wzorem (x1 ⊗ x2)(y1 ⊗ y2) = (x1x2)⊗ (y1y2).

8. Uzasadnij »e je±li A jest algebr¡ jednowymiarow¡ (tzn. moduªem wolnym
nad R z jednym generatorem) to A jest przemienna za± U(A) jest izomor�czne
z pier±cieniem wielomianów jednej zmiennej.

9. Produkt wolny R-algebr Liego A1 i A2 de�nujemy jako tak¡ R-algebr¦
Liego B z wªo»eniami ιi : Ai 7→ B, i = 1, 2 »e dla dowolnej R-algebry Liego C i
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dowolnych homomor�zmów R-algebr Liego hi : Ai 7→ C, i = 1, 2 istnieje dokªad-
nie jeden homomor�zm R-algebr Liego h : B 7→ C, taki »e hi = h ◦ ιi. Uogólnij
de�ncj¦ na dowoln¡, niekoniecznie sko«czon¡ rodzin¦ algebr. Uzasadnij »e pro-
dukt wolny istnieje i jest jednoznaczny z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu. Ponadto
poka» »e produkt wolny odpowiedniej liczby kopii pier±cienia R traktowanego
jako R-algebra Liego z zerowym komutatorem speªnia naturaln¡ de�nicj¦ wolnej
algebry Liego (sformuªuj t¡ de�nicj¦).
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