1. Niech A bedzie algebrg Liego ktora jako modul nad pier§cieniem podsta-
wowym R jest generowana przez elementy {e;};cr. Zakladamy ze na I zadany
jest porzadek liniowy. Pokaz ze elementy postaci

(e, )eles,) .. lei,)

gdzie i; < iy < --- < 4, generuja uniwersalng algebre obwiednia U(A) (ciag
pusty daje jedynke).

2. Niech G bedzie grupa Liego z algebra Liego L, i niech D bedzie algebra
operatorow rézniczkowych na G niezmienniczych na przesuniecia z prawej strony
(mnozenie to skladanie operatorow). Pokaz ze algebra obwiednia U(L) jest
izomorficzna z D.

Wskazoéwka: Rozpatrz dzialanie elementéw D na jednomiach w ukladzie
wpotrzednych.

3. Rozwazmy uniwersalng algebre obwiednia dla algebry Heisenberga i alge-
bry "ax + b" nad cialem charakterystyki 0. Uzasadnij ze centrum uniwersalnej
algebry obwiedniej algebry Heisenberga to uniwersalna algebra obwiednia cen-
trum algebry Heisenberga. Uzasadnij ze centrum uniwersalnej algebry obwied-
niej algebry "ax + b" jest trywialne (tzn. redukuje sie do ciala podstawowego).

Wskazowka: Rozwaz dziatanie elementéw bazy algebry na elementach bazy
uniwersalnej algebry obwiedniej. Przy naturalnym wyborze baz efekt dziatania
bedzie wielokrotnoscia innego elementu bazy algebry obwiedniej.

4. Niech A bedzie algebra Liego nad cialem charakterystyki 0 generowang,
przez elementy S, X i Y, taka ze [X,Y] =0, [S,X] =Y, [S,Y] = -X. Uza-
sadnij ze centrum uniwersalnej algebry obwiedniej U(A) jest generowane przez
element X2 + Y2

Definicja: Forme dwuliniowa B na algebrze Liego A nazywamy niezmien-
nicza jesli dla kazdych z,y, z € A zachodzi B([z,y], z) + B(y, [z, z]) = 0.

5. Pokaz ze jesli A jest algebra Liego spojnej grupy Liego G to forma dwuli-
niowa B na A jest niezmiennicza na A wtedy i tylko wtedy gdy jest niezmnien-
nicza na dzialanie Ad. Wywnioskuj stad ze jesli G jest zwarta to na A istnieje
dodatnio okreslony niezmienniczy iloczyn skalarny.

6. Pokaz ze jesli B jest dwuliniows forma niezmiennicza na A, za$ I jest
ideatem w A, to zbior I+ = {z € A : Vye;B(z,y) = 0} jest idealem. Wywnio-
skuj stad i z poprzedniego zadania ze jesli podalgebra S algebry Liego zwartej
grupy Liego jest rozwigzalna, to S jest przemienna.



