
1. Niech A b¦dzie algebr¡ Liego która jako moduª nad pier±cieniem podsta-
wowym R jest generowana przez elementy {ei}i∈I . Zakªadamy »e na I zadany
jest porz¡dek liniowy. Poka» »e elementy postaci

ι(ei1)ι(ei2) . . . ι(ein)

gdzie i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ in generuj¡ uniwersaln¡ algebr¦ obwiedni¡ U(A) (ci¡g
pusty daje jedynk¦).

2. Niech G b¦dzie grup¡ Liego z algebr¡ Liego L, i niech D b¦dzie algebr¡
operatorów ró»niczkowych naG niezmienniczych na przesuni¦cia z prawej strony
(mno»enie to skªadanie operatorów). Poka» »e algebra obwiednia U(L) jest
izomor�czna z D.

Wskazówka: Rozpatrz dziaªanie elementów D na jednomiach w ukªadzie
wpóªrz¦dnych.

3. Rozwa»my uniwersaln¡ algebr¦ obwiedni¡ dla algebry Heisenberga i alge-
bry "ax + b" nad ciaªem charakterystyki 0. Uzasadnij »e centrum uniwersalnej
algebry obwiedniej algebry Heisenberga to uniwersalna algebra obwiednia cen-
trum algebry Heisenberga. Uzasadnij »e centrum uniwersalnej algebry obwied-
niej algebry "ax + b" jest trywialne (tzn. redukuje si¦ do ciaªa podstawowego).

Wskazówka: Rozwa» dziaªanie elementów bazy algebry na elementach bazy
uniwersalnej algebry obwiedniej. Przy naturalnym wyborze baz efekt dziaªania
b¦dzie wielokrotno±ci¡ innego elementu bazy algebry obwiedniej.

4. Niech A b¦dzie algebr¡ Liego nad ciaªem charakterystyki 0 generowan¡
przez elementy S, X i Y , tak¡ »e [X,Y ] = 0, [S,X] = Y , [S, Y ] = −X. Uza-
sadnij »e centrum uniwersalnej algebry obwiedniej U(A) jest generowane przez
element X2 + Y 2.

De�nicja: Form¦ dwuliniow¡ B na algebrze Liego A nazywamy niezmien-
nicz¡ je±li dla ka»dych x, y, z ∈ A zachodzi B([x, y], z) +B(y, [x, z]) = 0.

5. Poka» »e je±li A jest algebr¡ Liego spójnej grupy Liego G to forma dwuli-
niowa B na A jest niezmiennicza na A wtedy i tylko wtedy gdy jest niezmnien-
nicza na dziaªanie Ad. Wywnioskuj st¡d »e je±li G jest zwarta to na A istnieje
dodatnio okre±lony niezmienniczy iloczyn skalarny.

6. Poka» »e je±li B jest dwuliniow¡ form¡ niezmiennicz¡ na A, za± I jest
ideaªem w A, to zbiór I⊥ = {x ∈ A : ∀y∈IB(x, y) = 0} jest ideaªem. Wywnio-
skuj st¡d i z poprzedniego zadania »e je±li podalgebra S algebry Liego zwartej
grupy Liego jest rozwi¡zalna, to S jest przemienna.
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